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mes parents, a mes freres et a ma, soeur
RESUME
Ce travail consiste en la simulation numerique des ecoulements internes
compressibles bidimensionnels laminaires et turbulents. On s'interesse, particu-
lierement, aux ecoulements dans les ejecteurs supersoniques. Les equations de
Navier-Stokes sont formulees sous forme conservative et utilisent, comme variables
independantes, les variables dites enthalpiques a savoir: la pression statique, la
quantite de mouvement et 1'enthalpie totale specifique. Une formulation varia-
tionnelle stable des equations de Navier-Stokes est utilisee. Elle est basee sur la
methode SUPG (Streamline Upwinding Petrov Galerkin) et utilise un operateur
de capture des forts gradients. Un modele de turbulence, pour la simulation des
ecoulements dans les ejecteurs, est mis au point. II consiste a separer deux regions
distinctes: une region proche de la paroi solide, ou Ie modele de Baldwin et Lo-
max est utilise et 1'autre, loin de la paroi, ou une formulation nouvelle, basee
sur Ie modele de Schlichting pour les jets, est proposee. Une technique de cal-
cul de la viscosite turbulente, sur un maiUage non structure, est implernentee. La
discretisation dans Pespace de la forme variationnelle est faite a 1'aide de la methode
des elements finis en utilisant une approximation mixte: quadratique pour les com-
posantes de la quantite de mouvement et de la vitesse et lineaire pour Ie reste des
variables. La discretisation temporelle est effectuee par une methode de differences
finies en utilisant Ie schema d'Euler implicite. Le systeme matriciel, resultant de
la discretisation spatio-temporelle, est resolu a 1'aide de 1'algorithme GMRES en
utilisant un preconditionneur diagonal. Les validations numeriques ont ete menees
sur plusieurs types de tuyeres et ejecteurs. La principale validation consiste en la
simulation de 1'ecoulement dans Pejecteur teste au centre de recherche NASA Lewis.
Les result at s obtenus sont tres comparables avec ceux des travaux anterieurs et sont
nettement superieurs concernant les ecoulements turbulents dans les ejecteurs.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION
Les developpements theoriques de la dynamique des fluides visent a etablir
et a resoudre les equations gouvernant les difFerentes categories d'ecoulements. Les
equations de dynamique des fluides Newtoniens stationnaires et instationnaires sont
connues depuis plus de 150 annees. Cependant, la resolution de ces equations a des
echelles tres reduites telles que la turbulence reste encore un champ de recherche
tres actif. La dynamique des fluides experimentale a joue un role tres important
dans la validation et la mise en evidence des limites des differentes approxima-
tions des equations gouvernantes. Le developpement de la vitesse d'execution et de
1'espace memoire des ordinateurs depuis les annees 1950 a conduit a 1'emergence de
la dynamique des fluides numerique (Computational Fluid Dynamics : CFD). Cette
branche de dynamique des fluides vient completer la theorie et 1'experience en four-
nissant un outil efficace et relativement peu couteux de simulations des ecoulernents
reels. La branche CFD presente cinq avantages par rapport a Pexperimental:
• Le temps necessaire de conception et de developpement des modeles nmneriques
tres avances est reduit de maniere significative.
• Elle peut simuler des conditions non reproductibles par les modeles experimentaux
(nombres de Mach et de Reynolds tres eleves).
• Elle prevoit la comprehension de plusieurs details et informations.
• Elle est tres peu couteuse que la soufflerie.
• Elle consomme tres peu d'energie.
1.1. La methode des elements finis
Les equations gouvernant les ecoulements pratiques internes ou externes sont,
generalement, compliquees a resoudre analytiquement. De plus, la geometrie de la
frontiere des domaines d'interet est, en general, tellement complexe qu'une solu-
tion analytique d'une equation ou d'un systeme d'equations, decrivant un probleme
physique donne, devienne inaccessible. Ainsi, 1'utilisation de techniques numeriques
est devenue indispensable pour trouver des solutions approchees, de plus en plus
precises, a des problemes poses. Les methodes numeriques permettent done de
transformer Pequation ou Ie systeme d'equations aux derivees partielles en une
equation ou un systeme d'equations algebriques pour la resolution par ordinateurs.
Parmi ces methodes on cite: la methode des differences finies, la methode des volu-
mes finis et la methode des elements finis. A cause de sa puissance et de sa flexibilite,
la methode des elements finis est maintenant tres largement utilisee en ingenierie et
dans Findustrie. Cette methode se caracterise par un ensemble de facteurs qui ont
conduit a son succes a savoir:
• C'est une methode de residus ponderes d'ou sa flexibilite d'associer une variete
de formulations variationnelles a un modele differentiel donne.
• Elle peut s'adapter facilement a des maillages non structures d'ou sa puissance
pour modeliser des geometries tres complexes.
• Elle permet une bonne precision a un cout raisonnable grace a 1'espace
d'approximation tres riche qu'elle peut utiliser.
• Elle permet un traitement naturelle des conditions aux limites de type diflE'erentiel.
L? approximation par la methode des elements finis classique de type Galerkin [I],
des problemes de convection dominante ou de convection pure, est equivalente a
une approxiamtion de type differences finies centrees pouvant conduire a des solu-
tions instables. De la diffusion supplementaire est alors necessaire pour stabiliser
la solution. Cette diffusion peut etre engendree soit en ajoutant, tout simplement,
une viscosite artifidelle a la viscosite reelle du fluide sans pour autant changer de
schema ou de methode de resolution, soit en adoptant un autre schema ou methode
de resolution. Ainsi, plusieurs methodes d'elements finis sont apparues:
• Les methodes utilisant les notions de caracteristiques [2, 3].
• La methode de Petrov-Galerkin [4]. Cette methode consiste a ajouter a la formula-
tion de Galerkin un terme de perturbation en remplagant la fonction de ponderation
continue de Galerkin par la somme de cette fonction continue et une fonction de
perturbation discontinue (voir Chap. 5).
• La methode de Taylor-Galerkin [5] equivalente a la methode de Lax-wendroff en
differences finies. Cette methode consiste a introduire de la dissipation a travers
une discretisation temporelle.
• La methode SUPG (Streamline Upwinding Petrov Galerkin) [6, 7, 8]. C'est une
variante de la methode de Petrov-Galerkin basee sur Ie concept de la diffusion
artificielle optimale (voir Chap. 5). C'est une methode de residus ponderes au
sens qu une solution exacte reguliere du probleme physique original reste encore
une solution du probleme variationnel. Ceci assure non seulement une precision de
1'approximation mais, aussi une stabilite spatio-temporelle. De plus, la robustesse
de cette methode repose essentiellement sur Ie bon choix de la matrice r dite de
stabilisation [9, 10]. Telle que con^ue, cette methode engendre de la dissipation
supplement aire selon la direction des lignes de courant. Elle se trouve done tres
efficace quand la solution est reguliere. Cependant, en presence de discontinuites
(chocs, etc ...), la direction des lignes de courant peut ne pas etre la direction
optimale et par consequent, certaines oscillations peuvent persister au voisinage des
discontinuites. Ainsi, un terme supplement aire, appele capteur de chocs, est ajoute
a la methode permettant de favoriser davantage la dissipation selon des directions
autres que les lignes de courant [9, 10, 11, 12, 13]. Une autre methode permettant
de renforcer la methode SUPG est la methode SUFL (Streamline Upwinding Flux
Limiter) [14, 15]. Cette methode consiste d'abord a detecter les zones de variations
importantes de flux ou de la diffusion sera par la suite introduite pour lisser la
solution. Elle agit done comme une methode de capture de chocs qui n'introduit
de la diffusion que s'il est necessaire.
• L'extension de la methode SUPG aux problemes multidimensionnels lineaires
symetriques, de type transport par convection-diffusion et par convection pure, a
conduit au developpement de la methode GLS (Galerkin Least-Squares) [16].
La methode SUP G a ete utilisee pour resoudre les equations de Navier-Stokes et
d'Euler compressibles en variables dites entropiques [9, 17, 18, etc ...]. Plusieurs
chercheurs se sont interesses a exploiter la methode SUPG en utilisant directement
les variables dites conservatives [10, 19, 20, 21, 22, 23, 24, etc ...]. Cette derniere
approche a pour avantage d'etre plus simple a mettre en oeuvre numerique que
celle utilisant les variables entropiques de plus, elle donne la possibilite d'appliquer
facilement les conditions aux limites physiques.
1.2. Les ejecteurs
Les equipements necessaires pour Ie conditionnement d'air, la refrigeration,
Ie sechage (bois, pate a papier, etc ...) et Ie transport (aerien, terrestre ou naval)
jouent un role tres important dans la vie moderne de nos jours. Cependant, 1'energie
qu'il faut depenser, dans la realisation de ces equipements et aussi, 1'energie impor-
t ante que peu vent consommer ces derniers dans les different s types d'applications
domestiques ou industrielles, devient de plus en plus un probleme tres serieux a
surmonter. Ainsi, il est desirable de penser a de nouvelles techniques pouvant
utiliser de 1'energie, de maniere efficace et economique, telle que 1'energie solaire,
geothermique et les pertes de chaleurs comme sources directes pour alimenter les
differents equipements. Dans cet esprit, on peut, par exemple, remplacer un com-
presseur mecanique par un compresseur thermique appele aussi thermocompresseur
ou ejecteur.
Les ejecteurs sent utilises dans diverses applications industrielles telles que
Ie pompage, Ie brassage, 1'entrainement de fluides, 1'augment at ion de poussee et
la recompression de vapeurs. Comme il s'agit d'appareils sans pieces mobiles, ils
presentent de nombreux avantages tels que: fabrication simple, flexibiUte d'emploi,
faible poids, grande securite et possibilite d'absorber n'importe quel fluide dans
n'importe quelle condition. Le prmcipe de fonctionnement des ejecteurs consiste
en deux ecoulements: un dit primaire de niveau energetique tres eleve qui en-
traine un autre ecoulement dit secondaire de niveau energetique tres faible. Les
deux ecoulements entrent en contact et interagissent dans une conduite constituant
la zone de melange ou 1'ecoulement secondaire est re-energise pour une utilisa-
tion ulterieure. Dans les applications modernes reliees a Penergie, qui comman-
dent des efficacites superieures, les ejecteurs doivent fonctionner en regime super-
sonique ce qui complique leur conception et leur mode de fonctionnement. De
nombreux travaux theoriques et experimentaux ont ete menes sur les ejecteurs.
En effet, Porter et Squyers [25] ont recence plus de 1600 references portant sur
la theorie et les performances des ejecteurs. Les premieres recherches sur les
ejecteurs "supersoniques" reviennent a Mellanby [26], Keenan et Neumann [27]
et Johannsen [28]. Vient ensuite Fabri et Siestrunk [29] qui, en se basant sur Ie
modele d'ecoulement monodimensionnel isentropique de gaz parfaits, ont developpe
une theorie de calcul des performances des ejecteurs. Cette etude theorique etait
accompagnee d'une etude experiment ale. Les travaux de Fabri et Siestrunk con-
stituent une base fondamentale de tout les travaux theoriques sur les performances
et les caracteristiques des ejecteurs menes depuis [30 a 41, etc,...]. Cependant, les
efFets induits par Pinteraction des deux ecoulements primaire et secondaire tels que
les efFets visqueux, la turbulence, la formation d'ondes de chocs et leur interactions
avec les frontieres ou les zones de cisaillement, font que de telles etudes, basees sur
la theorie des ecoulements unidimensionnels, restent limitees surtout quand on veut
les utiliser pour la conception. Ainsi, il devient necessaire d'utiliser Ie systeme com-
plet d'equations de Navier-Stokes afin de pouvoir capter proprement les phenornenes
complexes mentionnes precedemment. En effet receimnent, certains chercheurs ont
considere les equations de Navier-Stokes avec modelisation de la turbulence pour
simuler les ecoulements dans les ejecteurs. Leurs travaux se resument comme suit:
Lund et al [42] supposent, qu'a partir d'une certaine distance de la sortie de la
tuyere, Ie jet primaire se defend completement jusqu'a la paroi de la zone de melange
et reste cole a cette paroi jusqu'a la sortie de 1'ejecteur. Us distinguent alors deux
regions: une region visqueuse constituee par Ie jet completement detendu et une
region non visqueuse a Pexterieur du jet. Us modelisent la turbulence, dans la zone
visqueuse, a 1'aide d'un modele pour Ie jet base sur Ie modele de Schlichting [43].
Ce modele est sans doute incomplet car, il ignore completement la couche limite
turbulente formee sur la paroi de la zone de melange et par consequent ne peut pas
modeliser proprement 1'ecoulement dans 1'ejecteur.
En s'inspirant des travaux de Lund et al [42], Deese et Agarwal [44] utilisent Ie
meme modele pour Ie jet combine avec la partie interne du modele de Baldwin et
Lomax [45] pour modeliser la couche limite turbulente sur la paroi de 1'ejecteur. Us
definissent alors la viscosite turbulente a injecter dans Pecoulement corame etant
Ie minimun des viscosites donnees par Ie modele du jet et la partie interne du
modele de Baldwin et Lomax. Cette procedure est interessante car elle met en
evidence 1'effet de la paroi sur 1'ecoulement. Cependant, utiliser seulement la partie
interne du modele de Baldwin et Lomax peut engendrer une viscosite enorme qui
peut faire diiFuser completement 1'ecoulement et par consequent faire disparaitre les
caracteristiques de Pecoulement dans 1'ejecteur telles que les structures de chocs.
De plus, numeriquement rien ne peut garantir que ce modele vire, a chaque fois,
vers Ie modele interne de Baldwin et Lomax proche de la paroi et vers Ie modele du
jet loin de cette paroi.
M^alecki et al [46] ont compare Ie modele de Baldwin et Lomax [45] et Ie modele k—e,
[47]. Us montrent alors que la dimension transversale de la couche de cisaillement, a
la sortie de Pejecteur, est beaucoup plus grande dans Ie cas du modele k—e que dans
Ie cas du modele de Baldwin et Lomax. D'ou un melange plus important qui est,
bien sur, une caracteristique du modele k — £ [48]. De plus, les auteurs montrent
les structures de chocs a partir des lignes de nombre Mach, pour des rapports
de pressions totales (primaire/secondaire) differents, obtenues par Ie modele k — e
seulement et ceci sans aucun detail ni aucune information quant a la strut ure de
1'ecoulement sur la paroi de 1'ejecteur. II est sur que Ie modele k — e favorise Ie
melange des ecoulements primaire et secondaire cependant, son integration proche
de la paroi reste toujours un probleme a resoudre. En effet, utiliser la loi de paroi
logarithmique pour completer Ie modele k — e [49, 50] peut ne pas garantir une
modelisation correcte de 1'ecoulement particulierement dans les ejecteurs ou, sur la
paroi, on assiste a des problemes de recirculations [51, 52].
Choi et Soh [52] ont utilise Ie modele de Baldwin et Lomax base sur la formulation
de Thomas [53]. Les resultats obtenus par les auteurs, pour differents rapports
de sections, pour un rapport de pressions totales (primaire/secomdaire) fixe, et vis
versa, sont interessant et constituent une reference de comparaison pour les travaux
sur les ejecteurs.
Finalement, EL Oman [54], a utilise seulement Ie modele de Baldwin et Lomax.
Les resultats obtenus par cet auteur ne presentent pas de structures de chocs. Ceci
est du, ou bien parce que Ie modele n'est pas adequat dans la zone centrale du jet
et par consequent se trouve incapable de capter ces structures, ou bien parce que
la viscosite artificielle introduite est probablement tres elevee.
Excepte Lund et al [42] qui ont utilise la methode des paneaux dans la zone non
visqueuse (a Pexterieur du jet) et une methode integrale dans la zone visqueuse
(dans Ie jet), Ie reste des auteurs ci-haut ont resolu les equations de Navier-Stokes
en variables conservatives: la densite, la quantite de mouvement et 1'energie totale,
a 1'aide d'une methode de volumes finis sur un maillage structure [44, 46, 52, 54].
Ainsi, on peut dire que la raodelisation numerique des ecoulements dans les ejecteurs
est belle et bien amorcee et que la porte reste grande ouverte a d'autres methodes
numeriques et modeles de turbulence pour faire leurs preuves.
Dans ce travail on se propose de modeliser les ecoulements dans les ejecteurs en
resolvant les equations de Navier-Stokes, sous la forme conservative, en utilisant
d'autres variables independantes modernes dites variables enthalpiques: la pression
statique, la quantite de mouvement et 1'enthalpie totale specifique, a 1'aide d'une
methode d'elements finis moderne et tres robuste et d'une formulation nouvelle pour
la modelisation de la turbulence dans ces ecoulements.
1.3. Objectifs
Le but de cette recherche consiste en la modelisation, par la methode
des elements finis, des ecoulements internes bidimensionnels en general et des
ecoulements dans les ejecteurs en particulier. Les objectifs principaux de cette
recherche sont:
• La mise au point d'une methode d'elements finis pour la simulation des
ecoulements internes bidimensionnels.
• La mise au point d'un modele de turbulence pour la simulation des ecoulements
dans les ejecteurs.
• La mise en oeuvre d'une technique de calcul numerique de la viscosite turbulente
sur un maillage non structure.
1.4. Plan de la these
La presentation de cette these est structuree comme suit:
Apres ce chapitre d'introduction, la formulation du modele mathenaatique est
presentee au chapitre 2 ou les equations de Navier-Stokes et d'Euler sont forraulees
sous forme conservative en variables conservatives: la densite, la quantite de mou-
vement et 1'energie totale et, en variables enthalpiques: la pression statique, la
quantite de mouvement et 1'enthalpie totale specifique.
Les equations moyennes de conservation, une revue des modeles de turbulence et
leurs avantages et iconvenients font 1'objet du chapitre 3. Aussi, un modele de tur-
bulence propose, pour la simulation des ecoulements dans les ejecteurs, est presente
dans ce chapitre.
Dans Ie chapitre 4, nous presentons la formulation variationnelle des equations
de conservation, nous discutons des conditions aux limites et nous exposons la
discretisation spatio-temporelle de la formulation variationnelle. La technique de
calcul numerique de la viscosite turbulente, la methode de resolution du systeme
matriciel et Ie preconditionnement utilise font aussi 1'objet de ce chapitre.
Le chapitre 5 est consacre aux methodes de stabilisation des problemes de
convection-diffusion. Les schemas decentres, la diffusion artificielle, la methode
de Petrov-Galerkin et la methode SUPG ainsi que les methodes de capture de chocs
sent alors presentees dans ce chapitre.
La validation numerique de la formulation par elements finis et du modele de tur-
bulence propose font Pobjet du chapitre 6. Plusieurs types d'ecoulements internes
compressibles bidimensionnels, visqueux et non visqueux, ont ete etudies et les
resultats obtenus sont compares anx resultats des travaux anterienrs.
Enfin, nous cloturons cette these par une conclusion generale en formulant quelques
recommandations importantes pour les travaux futurs a tres court et moyen termes.
CHAPITRE 2
FORMULATION DU MODELE MATHEMATIQUE
2.1. Introduction
L'etat d'ecoulement d'un fluide est decrit par Ie champ de vitesse u, la densite
/?, la pression p et la temperature T. Ces variables sont determinees en chaque point
de Pespace et a chaque instant a Paide des equations de base suivantes :
• Pequation de continuite qui traduit la conservation de la masse de la particule
fluide.
• 1'equation de la quantite de mouvement donnee par la seconde loi de Newton
appliquee aux particules fluides.
• Pequation d'energie qui exprime la conservation d'energie de la particule fluide.
• Pequation d'etat thermodynamique (ou equation constitutive) du fluide reliant les
variables d'etat p, p et T.
Les equations de conservation ci-dessus, appelees aussi equations de Navier-
Stokes, seront formulees ici en variables conservatives: la densite p, la quantite de
mouvement U et 1'energie totale E et, en variables enthalpiques: la pression statique
p, la quantite de mouvement U et 1'enthalpie totale par unite de masse h.
2.2. Equations de conservation en variables conservatives
Les equations de conservation de la masse (ou equation de continuite), de la
quantite de mouvement et de 1'energie gouvernant les ecoulements de fluides com-
pressibles newtoniens s'ecrivent, en terme de variables conservatives, comme suit:
Equation de continuite :
%+v-u=° (2.1)
Equation de quantite de mouvement :
w
Qt +V. (U(g>u)+Vp=V. a+pf (2.2)
• Equation d'energie :
Avec :
QE










ou u, /?, p, T, E, a, q, /)f et r sont respect ivement Ie vecteur vitesse, la densite, la
pression, la temperature, 1'energie totale, Ie tenseur des contraintes visqueuses, Ie
flux de chaleur, les forces volumiques et la source de chaleur. t etant Ie temps. i
est Penergie interne, A est la conductivite thermique et Cv est la chaleur specifique
a volume constant. /J, est la viscosite dynamique.
A ces equations, on associe Pequation d'etat du fluide qui, pour un gaz parfait
s'ecrit:
p= pRT
ou R esi la constante du gaz (R = 0.2S7kJ/(kg.K) pour Fair).
(2.5)
Les equations ci-dessus seront adimensionnalisees a 1'aide des grandeurs de reference






























Lr esi une longueur de reference.

























U . (Vp)( + (Vp) . Vt - ^(Ut. Vp)I
(2.8)





Les equations de conservation (2.7) peuvent se mettre sous la forme vectorielle
suivante:
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ou V est Ie vecteur des variables conservatives. F?on" et F?v/ sont les vecteurs flux
de convection et de diffusion repectivement. F etant Ie vecteur source.
Une forme quasi-lineaire du systeme (2.9) serait:
V,<+A,V,,=(K^V,,),,+.F (2.10)
ou At sont les matrices jacobiennes de transformation du vecteur flux de convection
telles que:
conv
iconv _ v/-*- tA, = F?°v" = -^-
K.ij sont les matrices de diffusion definies telles que :
\diff
-ij v ,J =ci
Les formes expli cites des matrices A, et K^- sont donnees a 1'annexe A.
Re marque 2.1 :
La modelisation des ecoulements non visqueux se fait au moyen des equations
d'Euler obtenues a partir des equations de Navier-Stokes (2.7) en annulant les termes
visqueux. Dans ce cas, la forme vectorielle des equation d'Euler devient:
V,< + F^.nt>(V) = T (2.11)
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et la forme quasi-lineaire sera:
V,<+A,V,,=^-| (2.12)
2.3. Equations de conservation en variables enthalpiques
Nous avons utilise la formulation conservative en variables conservatives
precedente pour simuler 1'ecoulement interne simple dans une tuyere convergente-
divergente [11]. Cependant, nous nous sommes heurte au probleme de la maniere
qu'il faut pour pouvoir appliquer des conditions aux limites de Dirichlet sur la
pression statique p, la temperature totale To et la pression totale PQ. Toutefois,
nous avons trouver une technique pour Ie faire. En effet, une maniere d'imposer la
pression statique a Paide de la formulation en variables conservatives serait:
• ou bien d'imposer la pression de fa^on implicite sous forme d'une sollicitation (une
force), a travers un terme d'integrale de contour, agissant Ie long de la frontiere, a
1'entree ou a la sortie de Pecoulement [11]. Dans ce cas, la pression sera imposee de
maniere non exacte et se trouve non uniforme sur la frontiere en question. De plus
Ie probleme reste toujours pose concernant la pression et la temperature totales.
• ou bien de considerer la pression statique p comme variable independante au
lieu de la densite. Dans ce cas, la densite sera evaluee en fonction des variables
independantes (p, U, E) par:
_2{E-^)
P = v |^|, -/ (2.13)
Cependant, pour un ecoulement visqueux, ou des conditions de non glissement,
sur les parois solides, sont imposees, la densite, telle qu'exprimee par 1'equation
(2.13), devient indefime. Ainsi, si on veut mamtenir la pression statique comme
variable independante et aussi, satisfaire des conditions aux limites de Dirichlet sur
la pression et la temperature totales, il devient necessaire de considerer une autre
variable independante autre que 1'energie totale E. Cette variable est 1'enthalpie
tot ale massique. D'ou la formulation conservative en variables enthalpiques utilisant
comme variables independantes la pression statique p, la quantite de mouvement U
et Penthapie massique h.
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Re marque 2.2 :
Avec 1'utilisation des variables enthalpiques, la pression statique devient une
variable independante. Aussi, imposer la temperature tot ale revient tout simple-
ment a imposer 1'enthalpie totale correspondante. Finalernent, la pression totale
desiree esi garantie en actualisant la pression statique correspondante (§ 4.3).
L'enthalpie totale specifique (par unite de masse) h est definie par:
h=i+^+}-^- (2.14)
p • ^
En utilisant la definition de Penergie totale E (Eq. 2.4), h peut s'ecrire sous la
forme:
h = E + p (2.15)
p p
Aussi, pour un gaz parfait, on sait que di = CydT et par consequent, si Cy est
constante, il vient:
i = C"T = —: (2-16)
<^(7 - I)/?
D'ou,
p , p u'>=——+'-+-,— (2.17)
Cy(7-l)p ' p ' 2p2
La resolution de Pequation du second degre en p (2.17) donne:
_[c,(7-l)+l]p , ./Hc,,(7-l)+l]p
2c^(j-l)h ' V.L 2c^-l)h
2 u+ ^- (2.18)2h
En adoptant Ie changement de variables (2.15) et (2.18), les equations de conser-
vation en variables conservatives (2.1 a 2.3) se transforment en des equations de
conservation, en terme de variables enthalpiques, comme suit:
• Equation de conservation de la masse :
^ + V . U = 0 (2.19)
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• Equation de conservation de la quantite de mouvement :
Q\J
^t +V. (U(g)u)+Vp=V- a+/9f (2.20)
Equation de conservation de 1'energie :
^-^+V. [ftU]=V. (s.u)-V.q+f.U (2.21)
avec p donnee par la relation (2.18).
En utilisant Padimensionnalisation (2.6), mentionnee precedemment, la forme adi-


























^ \^_ , /^..^ 2Z=^|Vu+(Vu)'-^(V. u)^
(2.23)
Les formes vectorielle et quasi-lineaire du systeme (2.22) peuvent etre obtenues
respectivement a partir de la forme vectorielle et quasi-lineaire (2.9) ou (2.10), de







FW(V) = Vdiiff(Y) J
(2.24)
ou Ao = V.Y est la matrice Jacobienne de transformation du vecteur des variables
conservatives V = (/?, U, E) en Ie vecteur des variables enthalpiques Y = (p, U, h) .
Les formes vectorielle et quasi-lineaire du systeme (2.22) seront respectivement:
AoY,< + F^nv(Y) = F?yJ(Y) + F (2.25)
AoY,<+A,Y,.=(K.,Y,,),.+^ (2.26)
avec
icqnu _ A .
-i = rt,Y = A,AQ
ij — •11-''L ij -n- 0
(2.27)
Dans Ie cas des ecoulements non visqueux, les equations de Navier-Stokes se
reduisent aux equations d'Euler et les forme vectorielle (2.25) et quasi-lineaire (2.26)
se reduisent respectivement a:
AoY,<4-F^nv(Y)=^ (2.28)
AoY,< + A,Y,, = f (2.29)
Re marque 2.3 :
Le vecteur Y pourrait representer n'importe quel autre type de variables con-
servatives [55].
Si Y = V alors, la matrice de transformation Ao devient Pidentite d'ou, la
formulation en variables conservatives.
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Souvent, pour simuler un ecoulement interne, on desire imposer des conditions
aux limites de Dirichlet sur la pression statique p, la temperature totale To et
la pression totale Po- Cependant, dans la formulation conservative standard, les
conditions aux limites concernent a priori les variables independantes: la densite />,
la quantite de mouvement par unite de volume U et 1'energie totale par unite de
volume E. Par consequent, les valeurs desirees de la pression ou de la temperature
ne seront pas imposees de maniere directe et se trouvent alors non exactes et non
uniformes [11]. Ainsi, pour simuler les ecoulements internes, nous proposons de
resoudre les equations de conservation en terme de variables dites enthalpiques [55]:
la pression statique p, la quantite de mouvement par unite de volume U et Penthalpie
totale par unite de masse h. Avec Putilisation des variables enthalpiques, la pression
statique devient alors une variable independante, imposer la temperature totale To
revient a imposer 1'enthalpie totale correspondante et enfin, la pression totale PQ
desiree est garantie en actualisant la pression statique correspondante (§ 4.3)
CHAPITRE 3
MODELISATION DES ECOULEMENTS TURBULENTS
3.1. Introduction
Le phenomene de turbulence a ete analyse des 1883 par 0. Reynolds a partir
d'observations realisees a 1'aide d'un procede, devenu de nos jours tres classique,
de visualisation par filets colores de 1'ecoulement dans des conduites rectilignes de
section circulaire. L'experience a ete repetee depuis et elle montre que suffisamment
loin de Pentree de la conduite et a faible nombre de Reynolds, les lignes de courant
sont parfaitement paralleles a 1'axe de la conduite. Dans ce cas, 1'ecoulement est
stationnaire et il est dit laminaire. A plus grand nombre de Reynolds, des instabilites
apparaissent sous forme d'ondes, 1'ecoulement est devenu alors instationnaire tout
en rest ant parfaitement organise, 11 n?est pas encore turbulent. A tres grand nombre
de Reynolds, Pecoulement devient completement irregulier, il est dit turbulent. La
turbulence n'est done pas une propriete du fluide, mais un regime d'ecoulement.
On ne peut pas dire que 1'ecoulement n'est plus laminaire des qu'il est instation-
naire, et on ne peut pas dire non plus qu'il est pleinement turbulent des qu'il n'est
plus laminaire. De ce fait, il n'existe pas de definition universelle de la turbulence
[56].
En 1937, Taylor et vonKarman [57] proposent la definition suivante : La tur-
bulence est un mouvement irregulier qui, en general, fait son apparition dans des
fluides, liquides ou gazeux, quand Us s'ecoulent sur une surface solide ou meme
quand des courants adjacents du meme fiuide s'ecoulent Vun sur I'autre.
Selon Hinze [58]: Un ecoulement turbulent est un ecoulement irregulier ou la
vitesse, la pression, la temperature, etc ... varient de fagon aleatoire dans Ie temps
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et dans I'espace . C'est la definition la plus acceptee.
La turbulence se manifesto lorsque Ie nombre de Reynolds representatif de
Pecoulement devient grand. Elle est caracterisee par les proprietes suivantes:
• Les variations temporelle et spatiales de la vitesse sent aleatoires.
• Le champ de vitesse est tridimensionnel et rotationnel. On peut cependant, parler
d'ecoulement bidimensionnel, cela signifiera que statistiquement 1'ecoulement est
bidimensionnel mais, il existera toujours des fluctuations des trois composantes de
la vitesse dont 1'une d'elle aura des variations autour d'une moyenne nulle.
• La turbulence est un phenomene non lineaire.
• Le fluide en ecoulement turbulent peut toujours etre considere comme un milieu
continu.
• La turbulence est un phenomene dissipatif.
• La capacite de melange est accrue.
• Les ecoulements turbulents ne sont pas predictibles.
Le calcul des ecoulements turbulents releve principalement de la resolution des
equations de la mecanique des fluides, consideres comme milieux continus, qui per-
met de decrire 1'evolution des champs de vitesse et temperature. Cependant, pour
des problemes complexes, un tel calcul sur ordinateur revient tres cher. Ainsi, il de-
vient necessaire de recourir a des techniques permettant de simuler numeriquement
les ecoulements turbulents. La technique la plus courante, dans les applications
de type industriel, consiste en une description statistique de 1'ecoulement. La
vitesse, la temperature, la pression, etc , sont alors decomposees en une composante
moyenne et une fluctuation turbulente. Le nouveau systeme d'equations obtenu
regit done Ie comportement de 1'ecoulement moyen. Cependant, la non linearite des
equations de conservation, gouvernant Pecoulement du fluide, fait apparaitre des
inconnues supplement aires sous forme de correlations entre les composantes fluctu-
antes. La fermeture du systeme est alors realisee au moyen d'hypotheses reposant
principalement sur une representation aussi correcte que possible des proprietes ca-
racteristiques de la turbulence. Ces hypotheses forment un modele de turbulence.
3.2. Moyennes ponderees par la masse
En ecoulement turbulent de fluides compressibles, non seulement la vitesse et la
pression fluctuent, mais aussi la densite /?, la viscosite ^u, la conductivite thermique
A et la temperature T. Les moyennes ponderees par la masse, couramment utilisees
dans Ie cas de fluides compressibles, ont ete developpees par Favre et al [59]. Dans
ce cas, les moyennes ponderees par la masse de la vitesse, de Penthalpie totale et









Les fluctuations de la densite, de la vitesse et de la pression sont donnees respec-
tivement par:.
On peut demontrer que :
p' = p -p
u; = u, - u,











designe la moyenne d'ensemble ou de Reynolds.
designe la moyenne ponderee par la masse.
/ designe la fluctuation.
3.3. Equations moyennes de conservation
En prenant la moyenne d'ensemble des equations de conservation, en terme
de variables enthalpiques (2.19 a 2.21 ) et en utilisant les definitions et relations
(3.1 a 3.3), les equations moyennes de conservation de la masse, de la quantite de




~w +V. (U®u)+Vp=V. o'+V. T+^f (3.5)
a(~Ph) On _ /~_~\ _/\_/\_ _ __~-
-^—^+V. (^UJ=V. (u.^J+V. (^u.^-V.q-V.q<+f-U (3.6)
avec :
U = ^u
CT = /Z Vu4-(Vu)<-;(V. u)7








Avec 1'utilisation des moyennes de Reynolds et de Favre, les equations moyennes
obtenues ont une forme assez simple, en particulier, 1'equation de conservation de
la masse (3.4) qui garde sa forme habituelle. Dans 1'equation de conservation de
la quantite de mouvement (3.5), il apparait des tensions turbulentes —pVL1 0 u' ap-
pelees aussi tensions de Reynolds. De meme, 1'equation de conservation de 1'energie
(3.6) fait intervenir un terme de diffusion turbulente ph'VL1 '. Ce dernier terme est
interprete comme un flux de chaleur turbulent. L'equation d'etat (3.8) garde la
meme forme connue.
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3.4. ]Vlodeles de turbulence
A cause de la non linearite des equations de conservation, des inconnues
supplement airea sont apparues a savoir: les tensions turbulentes —pu1 ® u/ et Ie
flux de chaleur turbulent ph'uf. Le systeme d'equations (3.4), (3.5), (3.6) et (3.8)
est alors ouvert. La fermeture du systeme peut etre realisee a 1'aide de certains
modeles bases sur des hypotheses approximant Ie plus possible les caracteristiques
de la turbulence.
3.4.1. Modele de Boussinesq - viscosite turbulente
Par analogie avec la loi de Newton reliant la tension visqueuse a la vitesse,
Boussinesq [60], propose Ie premier modele de turbulence en etablissant une relation
directe entre la tension turbulente et la vitesse moyenne qui s'ecrit, pour une couche
limite de fluide incompressible comme:
-pu'v1 = ^ (3.9)
p,t est Ie coefficient de viscosite turbulente. u et v' sont les fluctuations de vitesse
selon les directions x ei y respectivement. U esi la vitesse moyenne selon la direction
X.
Remarque 3.2:
Dans Ie cas d'un ecoulement, compressible ou incompressible, plus general que
celui de la couche Hmite, Ie modele de Boussinesq est utilise sous la forme:
2_, . \Qui 8uj 2 9uk-^4- JP^, = .. |g + ^ - Jg^.j (3.10)
ou k est i'energie cinetique moyenne de turbulence:
k = Ju'.u'; (3.11)
Contrairement a la viscosite moleculaire qui est une propriete du fluide, la
viscosite turbulente depend enormement des details de Pecoulement en question.
En effet, elle se trouve afFectee par la forme et la nature (rugosite) des frontieres
solides, de 1'intensite de la turbulence du courant loin de la paroi et, peut etre de
maniere significative, de 1'effet du developpement de Pecoulement. Le modele de
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Boussinesq a ete fonde, comme c'est Ie cas de la loi de Newton, sur 1'hypothese
que les axes principaux du tenseur des contraintes turbulentes ou de Reynolds co-
incident avec celui du tenseur des taux de deformation moyens. Ainsi, il devient
evident que, pour un ecoulement avec un changement brutal du taux de deformation
moyen, ou pour des ecoulements dont les taux de deformation moyens sont tres im-
portants, 1'approximation de Boussinesq n'est plus valable. Parmi les applications
pour lesquelles, Papproximation de Boussinesq n'est plus valable on cite [61]:
• ecoulements avec changement brusque du taux de deformation moyen.
• ecoulements a travers des surfaces courbees.
• ecoulements avec recirculation dans des conduites.
• ecoulements de fluides en rotation.
• ecoulements tridimensionnels.
• ecoulements avec decollement de la couche limit e.
3.4.2. Modeles algebriques - longueur de melange
Les modeles algebriques sont bases sur la notion de longueur de melange de
Prandtl. En effet, par analogie avec la theorie cinetique des gaz, Prandtl [62]
represente la turbulence comme une migration laterale des particules fluides (due
a la vitesse d'agitation transversale) au cours de laquelle ces particules conservent
leur vitesse et done leur quantite de mouvement sur une longueur (analogue au libre
parcourt des molecules) appelee longueur de melange. On montre [56], [61]:
IJ,t = pl2
ou / represente la longueur de melange.
^1 (3.12)9y
Remarque 3.3 :
La relation (3.12) a constitue la base de toute la recherche sur les modeles de
turbulence des vingts annees suivantes.
Les expressions de la viscosite turbulente et de la longueur de melange sont
differentes selon qu'on est proche de la paroi ou loin de celle-ci [45], [63].
Pour un ecoulement bidimensionnel plus general que celui de la couche limite,
1'equation (3.12) s'etend comme suit:
^ = pl2 I ^ I (3.13)






Pour tenir compte de Pinfluence de la viscosite moleculaire du fluide sur
Pamortissement des fluctuations de la vitesse, Van Driest [64] corrigea la longueur
de melange par un facteur connu sous Ie nom de facteur d'amortissement de Van
Driest et qui est introduit dans tout les modeles algebriques actuellement utilises.
Cebeci et Smith [63] ont perfectionne Ie modele de viscosite turbu-
lente/longueur de melange de maniere a etre utilise pour les couches limites at-
tachees. Leur modele fait intervenir Ie facteur d'intermitence de KlebanofF et exige
la connaissance des epaisseurs de la couche limite et de deplacement.
Pour eviter les difl&cultes que peut engendrer Ie calcul des epaisseurs de
deplacement et de la couche limite, particulierement en presence de chocs et de
recirculation, Baldwin et Lomax [45] ont developpe un modele utilisant seulement
Pechelle de longueur ymax (ou la fonction vorticite est maximale) qui est bien definie.
Ce modele est prefere par un grand nombre d'usagers. Ceci ne veut surement pas
dire que ce modele est superieur a celui de Cebeci et Smith au sens physique mais
seulement qu'il est Ie mieux convenable au sens numerique.
Remarque 3.4:
Les modeles algebriques utilisent 1'approximation de Boussinesq et calculent
la viscosite turbulente en terme de longueur de melange. Comme la viscosite tur-
bulente et la longueur de melange dependent des details de 1'ecoulement en ques-
tion, ces deux quantites doivent alors etre specifiees a priori. Ainsi, les modeles
algebriques sont par definition des modeles de turbulence incomplets.
Avantages et inconvenients
La longueur de melange presente certains avantages comme:
• la simplicite: elle ne requiert pas la resolution d'equations aux derivees partielles
aditionnelles.
• la predict abilite des ecoulements: elle permet de predire une distribution realiste
de la vitesse et des contraintes de cisaillement ainsi que Ie comportement general
des ecoulements de couches limit es.
• la multitude des resultats: plusieurs experiences utilisant 1'hypothese de longueur
de melange ont ete faites et sont disponibles a travers les publications.
Ses inconvenients sont:
• une implication de la viscosite effective qui s'annule la ou Ie gradient de la vitesse
moyenne est nul.
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• une adequation quand °^ est t res grand et une inadequation quand °^ est t res
petit; c'est Ie cas a proximite du maximum de vitesse tel que dans les jets limites
par une frontiere solide ou dans les conduites, dans les couches limites avec une
turbulence intense du courant loin de la paroi et dans les zones de decollement ou
de recirculation.
3.4.3. Modeles a une equation de transport
Le premier modele a une equation de transport fut formule par Prandt [65].
II relia la viscosite turbulente p.t a 1'energie cinetique (par unite de masse) des
fluctuations turbulentes k comme:
^t = pkl/2l (3.15)
ou k est donnee par 1'equation de transport suivante:
Dk 9
P-RT =Dt Qxj +T'^-C^ (3-16)
I est la longueur de melange. a^ et CD sont deux coefficients a choisir a priori.
Le terme de gauche de 1'equation (3.16) represente Ie taux de convection. Les termes
du membre de droite sont respectivement Ie taux de diffusion, Ie taux de production
et Ie taux de dissipation ou de destruction de Penergie cinetique de turbulence k.
Remarque 3.5 :
Proche de la paroi, la convection et la diffusion sont negligeables. II se produit
alors un equilibre entre la production et la dissipation. Dans ce cas, 1'equation
(3.16) peut se mettre sous la forme [47]:
T"=C^(M (3-17)
Cette derniere equation est equivalente a 1'hypothese de la longueur de melange.
L'hypothese de la longueur de melange traduit alors un equilibre local de la tur-
bulence. Ainsi, les modeles algebriques bases sur Phypothese de la longueur de
melange sont connus sous Ie nom de modeles a equilibre local.
En 1967, Bradshaw et al [66] rejettent 1'idee de 1'utilisation directe de
P approximation de Boussinesq. Us affirment que, pour line grande variete
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d'ecoulements, Ie rapport de la contrainte turbulente de cisaillement r a 1'energie
cinetique de turbulence k esi constant:
T^y w 0.3pk (3.18)
Re marque 3.6:
La relation contrainte-energie (3.18) reste tres limitee, en pratique, elle n'est
valable que pour les couches limites externes. En effet, sur la ligne centrale d'une
conduite, la contrainte est nulle alors que Penergie cinetique k est finie.
Plutot que Pequation de 1'energie cinetique de turbulence, Nee et Kovasznay
[67] ont formule une equation de transport pour la viscosite cinematique ^ = f^t/p.
Recemment, en s'inspirant de 1'idee de Nee et Kovasznay, Baldwin et Barth
[68] et Spalart et Allmaras [69] ont developpe d'autres equations de transport de la
viscosite cinematique turbulente.
Avantages et inconvenients:
Les modeles a une equation presentent un avantage minirne sur les modeles
algebriques qui se sit ue dans une meilleure prediction des recirculations.
Les inconvenients des modeles a une equation sont: Primo, la longueur de
melange doit etre prescrite a priori, ce qui fait que ces modeles restent incomplets.
Secondo, proche de la paroi, ou la convection et la diffusion ne sont pas importantes,
Ie modele de longueur de melange donne une prediction meilleure et tres economique.
D'ou Ie point faible des modeles a une equation de transport.
3.4.4. Modeles a deux equations de transport
L'idee du modele a deux equations de transport vient de Kolmogorov. En eflFet,
en 1942 Kolmogorov [70] introduisit, en plus d'une equation pour 1'energle cinetique
de turbulence k, un autre parametre uj qui represente Ie taux de dissipation de
Penergie par unite de volume et de temps. La viscosite turbulente, 1'echelle de
longueur de la turbulence et la dissipation e sent tel que:
(3.19)
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En 1945, Chou [71] proposa de modeliser Pequation exacte pour e. Dans ce cas, la
viscosite turbulente et 1'echelle de longueur de turbulence sont respect ivement:
(3.20)
En 1951, Rotta [72] suggera une equation de transport pour Fechelle de turbulence.
Plus tard, en 1968 [73], il proposa une equation de transport pour Ie produit de k




Recemment, Zeirman et Wolfshtein [74] considerent une equation de transport pour
Ie produit de k et Ie temps de dissipation de la turbulence r. De meme, Speizial,
Abid et Anderson [75] ont developpe une equation pour r. Pour ces modeles, on a:
fJ-t ~ pkr
/ ~ k1'2 IT } (3.22)
£ ~ k/T
Parmi les modeles a deux equations, Ie plus populaire est Ie k — e developpe par
Launder et Spalding [47] connu sous Ie nom du modele k — e standard. Ce dernier
a ete repris et perfectionne par Launder et Sharma [76] tel qu'utilise actuellement.
I/idee du modele k — u) a ete reprie et developpee par plusieurs auteurs [77 a 82].
Coakley [83] a developpe Ie modele k^ — uj. Le modele k — uj constitue Ie second
modele Ie plus utilise des modeles a deux equations de transport.
Avantages et inconvenients:
Contrairement aux modeles algebriques et a une equation de transport qui
necessitent la determination a priori de la longueur de melange, les modeles a deux
equations de transport utilisent une equation de transport de la longueur de melange
ou de son equivalent. De ce fait, ces modeles sont dits complets.
Le modele k — e est Ie plus largement utilise. II a ete applique avec succes pour
plusieurs ecoulements particulierement les ecoulements libres tels que les couches de
melange, les jets et les sillages. Cependant, il reste non precis pour les ecoulernents
avec des gradients de pression positifs. De plus, ce modele, con^u initialement pour
des nombres de Reynolds tres eleves done pour les regions pleinements turbulentes
loin des parois solides, reste tres difficile a integrer a travers la region proche de la
paroi. En efFet, il se trouve incapable de reproduire la loi de paroi pour un simple
ecoulement de couche limite incompressible sur une plaque plane. De ce fait, les
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chercheurs [76, 84, 85, 86], ont etabli une version du modele k —e pour des nombres
de Reynolds faibles. Cependant, cette version du modele exige des corrections et des
ajustements pour chaque type d'application. Ainsi, en general, les usagers preferent
utiliser la version standard de k — e, pour des nombres de Reynolds eleves, couplee
a la loi de paroi pour modeliser la region proche de la paroi [49, 50, 51].
Malgre qu'il ne soit pas aussi populaire que Ie modele k — e, Ie modele k — uj
presente certains avantages [61]. II est plus precis pour les couches limites bidimen-
sionnelles pour des gradients de pression variables (positifs ou negatifs). Aussi, sans
aucune modification ou correction, ce modele peut facilement s'adapter a la region
proche de la paroi solide. Cependant, contrairement au modele k — e, Ie modele
k — u presente un inconvenient. II est tres sensible aux conditions aux limites des
courants libres tels que les couches de melange, les jets et les sillages.
Le reste des modeles a deux equations se trouvent moins valides pour etre
utilises particulierement pour des gradients de pression positifs [61].
Finalement, tout les modeles a deux equations, particulierement Ie modele
k — uj, se trouvent inadequats pour modeliser les interactions ondes de chocs -
couches limites, les ecoulements a travers des surfaces courbees et les recirculations
dans les ecoulements dans des conduites a sections non circulaires [61].
3.4.5. Modele de fermeture du second ordre
Ce type de modele, fonde par Rotta [72], se passe de 1'approximation de Boussi-
nesq. Rotta developpa un modele d'equations aux derivees partielles gouvernant
les contraintes turbulentes. Cette approche est appelee fermeture de second ordre.
Ce modele presente des avantages tels qu'une resolution naturelle des phenomenes
physiques, une adaptation automatiquement aux complexites des courbures des
lignes de courant ou la rotation des corps rigides et les forces volumiques. Comme
ce modele necessitait la resolution de sept equations aux derivees partielles en trois
dimensions ( une pour 1'echelle de turbulence et six pour Ie tenseur des contraintes de
Reynolds ), alors cette approche est restee dans Pobscurite jusqu'au developpement
des ordinateurs vers les annees soixantes dix. Parmi les auteurs qui ont contribue au
developpement de ce modele on cite: Donaldson et Rosenbaum [87] , Daly et Harlow
[88], Launder, Reece et Rodi [89], Lumley [90], Speziale [91], [92] et Reynolds [93].
Cependant, Ie grand nombre d'equations et leur complexites pour les resoudre, fait
que Putilisation de ce modele reste tres restreinte comparativement aux modeles
algebriques ou a deux equations de transport.
3.4.6. Modele RNG
En utilisant la theorie RNG (Renormalisation Group Theory), Yakhot et
Orszag [94] eliminent les petites echelles, supposees isotropes. Us proposent ainsi un
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modele k—e avec v = VK ou les coefficients ont ete evalues numeriquement a 1'aide
de cette theorie tels que C^ = 0.0837 et la constante de von Karman K = 0.372. De
meme, en se basant sur Ie principe d'equilibre entre la production et la dissipation,
its proposent un modele algebrique ou la viscosite turbulente est definie telle que:









ou a = 0.12, C = 75 — 200, i/e = l/+i/< = ^/p + /^//? est la viscosite effective (lami-
naire + turbulente). L et e sont respectivement 1'echelle de longueur de turbulence
et Ie taux de dissipation de 1'energie cinetique turbulente qui doivent etre definis a




si x < 0
si x > 0
(3.25)
Ces modeles qui ne font intervenir aucun coefficient experimental permettent de
decoupler ( ou un couplage faible ) les grandes structures anisotropes, qui dominent
les regions proches de la paroi, de Pecoulement moyen. Yakhot et Orszag justifient
Ie succes de la modelisation basee sur Pelimination des petites structures par Ie
fait que les regions proches de la paroi sont dominees par les grandes structures
anisotropes qui n'interagissent pas directement avec I'ecouleinent moyen et done ne
contribuent pas a la viscosite turbulente. Ainsi, selon les auteurs, il est possible que
Ie maximum d'energie cinetique turbulente soit localisee la ou la viscosite turbulente
est quasiment nulle. La premiere application du modele RNG a ete efFectuee par
Martinelli et Yakhot en etudiant 1'ecoulement transonique autour de profils [95].
Cependant, ce modele introduit une discontinuite de la viscosite turbulente due a
la modelisation du taux de dissipation qui fait que la viscosite turbulente prenne
une forme cubique (Eq. 3.23). Pour eviter cette discontinuite, une equation de
la viscosite turbulente d'ordre quatre a ete proposee [96, 97, 98]. Dans ce cas, La
viscosite effective v^ est donnee par:
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y\ _ y^ _ ^ (eL4 - YeCv3) = 0 (3.26)
avec
2 [ ( Qui QUJ\ 9ui
[\0xj Qxi) Qxj
(3.27)
L'equation (3.26) possede deux racines imaginaires et deux racines reelles, une pos-
itive et une negative. Seule, la racine reelle positive sera maintenue puisque Ve. >. v'
Avantages et inconvenients
Le modele RNG est unique dans toute 1'epaisseur de la couche limite. Ceci
constitue un avantage important quant a la mise en oeuvre numerique simple et
Ie temps de calcul economique. L'aspect important, de ce modele reside dans la
fonction poids H qui s'annule pour tout les y+ <, 9.2 (pour C = 200 et K = 0.41
[98]). Ceci represente bien la region de transition entre la fin de la sous couche
visqueuse et Ie debut de la region logarithmique. Ce modele a pu reproduire cor-
rectement Ie comportement observe experiment alement dans la region proche de la
paroi (region lineaire et logarithmique) [98]. Aussi, la fonction H assure automa-
tiquement la transition laminaire-turbulent ou turbulent-laminaire (qui se produit
dans les turbomachines [98]).
Le modele RNG presente deux inconvenients: Primo, il ne peut pas reproduire
la region tampon ou inertielle. Ceci est du au fondement meme du modele. Secondo,
pour les ecoulements detaches, ou la production ne balance pas la dissipation, Ie
modele doit etre ajuste [98].
3.4.7. Choix du modele de turbulence
A cause de la multiplicite des modeles de turbulence, Ie choix s'impose alors.
En general, un bon modele de turbulence doit repondre aux criteres suivants:
• Domaine de validite assez large.
• Precision elevee
• Temps de calcul economique
• Simplicite
Les modeles algebriques et a deux equations ont ete largement utilises. Les modeles
a une equation refont surface. Ces derniers semblent etre un bon compromis entre
les modeles algebriques, pour une certaine amelioration de la precision et d'extension
du domaine de validite, et a deux equations, pour une resolution moins ardue.
Souvent, pour les applications industrielles, 1'usager ne s'interesse pas aux details
de la turbulence mais, plutot se voit concerne seulement par les efFets moyens de
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cette turbulence, Ainsi, Ie choix du modele serait surement base sur les criteres
d'economie et de simplicite. En general, dans les applications industrielles, on
s'interesse particulierement aux coefficients de frottement et de pression Ie long des
parois solides. Dans ce cas, un modele algebrique peut etre suffisant On peut meme
dire qu'il est peut etre plus efficace, pour predire la distribution de la pression et
du frottement sur les parois solides, qu'un modele a une ou a deux equations.de
transport. De plus, il est simple et economique.
L'ecoulement dans les ejecteurs constitue une application domestique et industrielle.
Le modele de turbulence utilise ici, pour la modelisation de cet ecoulement, est alors
un modele algebrique (voir details plus loin).
3.5. Modelisation de Pecoulement turbulent
3.5.1. Modelisation des tensions et des flux de chaleur
En negligeant les fluctuations de la viscosite moleculaire fJt ei de la conductivite
thermique A, Ie tenseur des contraintes visqueuses 'a' et Ie flux de chaleur 9, dans les
equations moyennes de conservation (3.5) et (3.6), s'ecrivent respect ivement comme:
a = p, Vu+(Vu)t-^(V. u)J ^ Vu+Vu-^(V. u)J (3.28)
q= -AVT» -AVT
En utilisant la notion de viscosite turbulente, basee sur I1'approximation de Boussi-
nesq, les tensions turbulentes T = —pu' ® u/ peuvent s'>ecrire sous la forme:
^P.i\ (Vu) + (Vfi)T - J (V . u)^ - JpA^ (3.29)
ou fJ,t est la viscosite turbulente et k est 1'energie cinetique turbulente.
Remarque 3.7 :
En general, dans Ie cas des modeles algebriques, on ne dispose pas de raoyen
pour modeliser Penergie cinetique turbulente k. Ainsi, Ie terme —^pk dans la rela-
tion (3.29) sera ignore.
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De meme, par analogie avec la loi de Fourier, ie flux de chaleur turbulent q7 = ph'u'
peut etre approxime comme:
q7 = ph'u' w -A(VT





ou Pr t est Ie nombre de Prandtl turbulent.
Remarque 3.8 :
Meier et Rotta [99] ont determine la valeur du nombre de Prandtl turbulent
a partir de mesures de temperature et de vitesse effectuees dans la couche limite
sur une plaque plane ou sur Ie plancher de la veine d'essais d'une soufflerie ( done
pour des gradients de pression pratiquement nuls ) a des nombres de Mach allant
de 1.5 a 4.5 et pour des nombres de Reynolds RCQ ( 0 est Pepaisseur de quantite de
mouvement ) compris entre 4 x 103 et 20 x 103. Le nombre de Prandtl turbulent
obtenu varie de 1.34 a 0.86 depuis la paroi jusqu'a la region pleinement turbulente.
Habituellement, les auteurs supposent que Pr i est constant. En general, Pr i =
0.86-0.89 [56].
En utilisant les relations (3.28) a (3.31), les equations moyennes de conservation
(3.4) a (3.5) deviennent:
g.v.u=o
<9U
~Qt +V. (U(g)u)+Vp-V. S=^f
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Ainsi, Pecoulement turbulent de fluides compressibles sera gouverne par Ie modele
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\Re ' Re. (Vu) + (Vuf - |(V . u)^
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Re \Pr ' Pn}
(3.35)
La viscosite turbulente ^ sera modelisee a 1'aide d'un modele algebrique dans ce
qui suit.
3.5.2. Modele de Baldwin et Lomax
Le modele de Baldwin et Lomax est un modele a deux couches ou la viscosite
turbulente p,t est definie comme:
^t=
^ti si y <: ym
^to si y > ym
(3.36)
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Figure 3.1 Distribution de la viscosite turbulente
Vm est la distance la plus petite, a partir de la paroi, pour laquelle ^a = fJ.io (Fig-
3.1). Les valeurs de p,t dans la region interne; p.ti et dans la region externe; ^<o sont
donnees respectivement par [45]:
Couche interne:
^tti = pl2 \CU (3.37)
avec
I = KyD
D = 1 - exp (-y+/A+)








I est la longueur de melange.
K = 0.41 est la constante de von Karman.
y est la distance normale a partir de la paroi.
D est Ie facteur d'amortissement de Van Driest.
A+ = 26 est la constante de Van Driest.
UT est la vitesse de frottement.
T est la contrainte de cisaillement.
uj est la vorticite.
Note: 1'indice p fait reference a la paroi.
Couche externe:
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F=y |a; | D
UD u u
a = 0.0168, 6i = 1.6, 62 = 0.25, 63 = 0.3
(3.40)
ou,
Frriax est la valeur maximale de la fonction vorticite F.
^Kleb est Ie facteur d'intermitence de Klebanoff.
y 'max es^ la distance normale a partir de la paroi ou la fonction F est maximale.
Le modele de Baldwin et Lomax ci-dessus s'ecrit, sous forme adimensionnelle,
comme suit:
Couche interne:
fiti = Repl | u (3.41)
avec
/ = KyD




















F=y \uj | D
UD =1 u u
a = 0.0168, 5i = 1.6, 62 = 0.25, 63 = 0.3
(3.44)
3.5.3. Modelisation des jets libres turbulents
Le jet libre fait partie des ecoulements cisailles ( couche de melange, sillage, jets)
[43]. C'est un ecoulement de fluide issu, generalement, d'une tuyere et qui diffuse
dans une ambiance au repos ou en mouvement. Au contact avec 1'ambiance, une
zone de melange se forme a la frontiere du jet. L'epaisseur de cette zone augment e
Ie long de la direction axiale et resulte, plus loin en aval, un profil de vitesse etabli.
L'epaisseur (dimension transversale) de ce profil augmente au fur et a mesure que Ie
jet se melange avec Ie fluide externe (Fig. 3.2). Les experiences [101] montrent que
si les ecoulements cisailles sont turbulents alors, 1'epaisseur de la zone de melange
ou du sillage augmente proportionnellement a la distance axiale c'est a dire:
6(x) = Ax
ou 6 est Fepaisseur de la zone de melange et A est la constante de proporiion-
nalite difFerente selon qu'il s'agit d'une couche de melange, d'un jet ou d'un sillage




Figure 3.2 a) Jet libre, b) Jet confine a 1'interieur d'un ejecteur
La modelisation du jet turbulent a 1'aide du modele de longueur de melange de
Prandtl (Eq. 3.12 et 3.13) ne peut pas etre satisfaisante. En effet, selon ce modele,
la viscosite turbulente s'annule quand Ie gradient de vitesse moyenne est egale a zero;
c'est a dire aux points ou la vitesse moyenne est maximale ou minimale. Ceci n'est
certainement pas Ie cas, particulierement, pour les ecoulements internes ou cisailles
ou la turbulence ne disparait pas aux points du maximum de vitesse (sur 1'axe ou
plan de symetrie) car, tel que confirme par les mesures efFectuees par Reichardt
[101], les fluctuations de vitesses longitudinale et transversale ne sent pas nulles snr
Paxe ou plan de symetrie.
Pour contourner cette difficulte, Prandtl [62] a propose un modele simple de vis-
cosite turbulente specifique aux ecoulements cisailles. En se basant sur les mesures
experimentales de Reichardt [101], il suppose alors, que les dimensions des couches
fluides, se depla^ant dans la direction transversale durant Ie melange turbulent, sont
du meme ordre de grandeur que 1'epaisseur de la zone de melange. II donne:
^ = Kp[Umax(x) - UminW]b(x) (3.50)
OU Umax et U min sont les valeurs maximale et minimale de la vitesse moyenne dans la
couche de melange, b est la moitie de Pepaisseur de la zone de melange ou du sillage
et K est un parametre empirique adimensionnel. Ce modele est tres convenable
pour ce type d'ecoulement car il est fonction uniquement de la position axiale et
que des resultats excellents peuvent etre obtenus si K est considere constant a
travers t out e la couche de melange [42, 43, 44, 61].
Partant de la deuxieme hypothese de Prandtl (Eq. 3.50), et des mesures de
Reichardt [101], Schlichting [43] etabli un modele de viscosite turbulente pour les
jets libres tels que:
^t = Kpb(x)uc(x) (3.51)
avec
0.037 si Ie jet est bidimensionnel
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K= { . ^ ".Y'.' ~~~. 'T~"~";
0.025 si Ie jet est axisymetrique
ou u,c est la vitesse sur 1'axe du jet et b est la distance entre Ie point sur 1'axe et Ie
point ou la vitesse est egale a la moitie de la vitesse Uc-
3.5.4. Modele propose pour la simulation des ecoulements dans les
ejecteurs
En analysant 1'ecoulement dans un ejecteur, on constate qu'il est constitue d'au
mains deux couches de cisaillement: une couche de cisaillement interne formee par
Ie jet et une couche de cisaillement externe formee par 1'ecoulement externe au jet.
De plus, Pecoulement externe est limite par une paroi solide d'ou la presence d'une
couche limite Ie long de cette paroi.
Ainsi, un seul modele de longueur de melange, telle que Ie modele de Baldwin et
Lomax, serait insuffisant voir meme incapable de modeliser 1'ecoulement dans un
ejecteur. En effet, Ie modele de Baldwin et Lomax a ete con^u principalement
pour les cisaillements simples tels que les ecoulements de couches limites. De plus,
comme il s'agit d'un ecoulement interne, a proximite du maximum de vitesse tel
que 1'axe ou plan de symetrie, Ie gradient de vitesse moyenne ^ peut etre tres petit
ou nul alors que la viscosite turbulente peut etre tres importante, contrairement a
la longueur de melange qui implique une viscosite turbulente tres faible ou nulle
(§3.6.2).
Le modele k — e est tres adequat pour les ecoulements libres tels que les couches
de melange, les jets et Ie sillage. Cependant, son integration proche de la paroi de
Pejecteur reste toujours un probleme. En effet, utiliser la loi de paroi logarithmique,
pour completer Ie modele k — e, peut ne pas garantir une modelisation correcte de
Pecoulement dans 1'ejecteur a cause des zones de recirculation sur la paroi [51, 52].
Le modele k —uj s'adapte facilement dans la zone proche de la paroi. Cependant, il
est tres sensible aux ecoulements loin de la paroi en particuler, les jets, les couches
de melange et Ie sillage [61].
En se basant sur ces constatations physiques et sur des considerations de simplicite
et df economic, nous proposons un modele de turbulence algebrique, base sur une
formulation nouvelle, pour la simulation des ecoulements dans les ejecteurs. Notre
modele consiste en la combinaison du modele de Baldwin et Lomax et d'un autre
pour Ie jet base sur Ie modele de Schlichiing (Eq. 3.51). Chacun des modeles agit
dans so. propre couche (Fig. 3.3):
Dans la couche interne (Fig. 3.3), proche de 1'axe de symetrie, constituee princi-
palement par Ie jet, la viscosite turbulente est prise comme:
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fit = Kpb(x)uc(x) (3.52)
ou encore, sous forme adimensionnelle:
fj.t = ReKpb(x)uc(x) (3.53)
ou Re est Ie nombre de Reynolds, K est une constante et Uc(x) est la vitesse sur
Paxe de symetrie a la position x.
Selon Schlichting (Eq. 3.51), b(x) est la distance, a la position x, a partir de 1'axe
jusqu'au point ou la vitesse est egale a la moitie de la vitesse Uc{x). Cependant,
comme Ie profil des vitesses Ie long d'une station perpendiculaire a la paroi solide,
a une position x donnee, n'est pas lisse, il peut exiter alors plusieurs points, sur
cette station, ou la vitesse est egale a la moitie de la vitesse iic(x). De plus, ce
point peut etre proche de la paroi solide, en dehors de la zone du jet, ce qui donnera
une valeur de ^ incompatible. De maniere a eviter cette difficulte numerique, nous
determinons la distance b(x) telle que:
b(x) = yc(x) - y(x) - (3.54)
ou Vc(x) est la distance, a partir de la paroi solide, jusqu'a 1'axe de symetrie et
y(x) est la distance moyenne, a partir de la paroi solide, definie comme etant Ie
barycentre des vitesses Ie long d'une station donnee a une position x:
y(.) = z^)u:(x,'y') (3.55)
,Ui[x,yi]
ou yi(x) et Ui(x^yi) sont respectivement la distance a partir de la paroi solide et la
vitesse du point i sur la station a une position x donnee.
Remarque 3.9
Avec les definitions (3.54) et (3.55), Ie point de localisation de la distance b(x)
se trouvera toujours proche de 1'axe done proche du point du maximum de vitesse
dans Ie jet.
Dans la couche externe au jet, proche de la paroi solide (Fig. 3.3), definie par la
distance y(x) a partir de la paroi solide, la viscosite turbulente sera evaluee a 1'aide









Axe de sym6trie de l'6jecteur
Figure. 3.3 Definition du modele propose
Finalement, Ie modele de turbulence que nous proposons pour la simulation des
ecoulements dans les ejecteurs se resume comme suit:
l^t(x) =
f min(^ti(x)^to(x)) si 0 ^ ?/(a;) ^ y(x)
t KRepb(x)iic(x) si y(x) <. y(x) <: yc(x)
(3.56)
avec





ou fJ,ti(x) et ^to(x) sont respect ivement les viscosites turbulentes interne et externe
donnees par Ie modele de Baldwin et Lomax (Eq. 3.41 a 3.44). K est une constante
qui sera choisie selon que 1'ecoulement est bidimensionnel ou axisymetrique [43, 61].
Remarque 3.10
Le modele propose ci-haut (Eq. 3.56 a 3.58) reste valable aussi bien pour
un ecoulement bidimensionnel qu'un ecoulement axisymetrique. L'originalite de ce
modele se resume comme suit:
• C'est un modele a deux couches distinctes; il permet de separer de naaniere tres
efficace la region proche de la paroi et loin de celle ci.
• II permet d'introduire la bonne valeur de la viscosite turbulente au ban endroit
de Pecoulement.
• II reste valable pour un jet libre (sans frontiere solide) en considerant seulement
la partie pour Ie jet (Eq. 3.53, 3.54 et 3.55).
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• II peut etre applique aussi bien a un ecoulement inteme bidimensionnel que axi
-symetrique en ajustant simplement la constante K
Dans ce travail, nous avons etudie Ie cas d)un ecoulement bidimensionnel. La con-
stante K est prise egale a celle utilisee par Lund et al [42] et Deese et Agarwal [44]:
K = 0.0283
Sommaire
Notre travail vise des applications de type industriel qui consistent souvent en
des ecoulements turbulents. Ainsi, en se basant sur les criteres d'economie et de
simplicite, nous adoptons un modele algebrique pour la simulation des ecoulements
internes turbulents. De plus, proche de la paroi, un modele algebrique est plus
precis que Ie modele k — e. Aussi, malgre que Ie modele k — uj s'adapte facilement
dans la zone proche de la paroi, il se trouve tres sensible aux ecoulements loin de la
paroi tels que les jets, les couches de melange et Ie sillage [61]. Cependant, dans les
modeles algebriques tels que Ie modele de Baldwin et Lomax, la viscosite turbulente
est proportionnelle au gradient de vitesse moyenne ^§. Or, dans les ecoulements
internes, a proximite de 1'axe ou plan de symetrie, ce gradient de vitesse peut
etre tres faible ou nul. Par consequent, la viscosite turbulente, selon les modeles
algebriques standards, se trouve tres faible ou nulle alors que, la turbulence dans
cette zone peut etre tres intense ou, une viscosite turbulente tres importante est
necessaire. Pour remedier a ce probleme, nous avons done constmit un modele de
deux couches: proche de la paroi, ce modele se reduit au modele de Baldwin et
Lomax et loin de celle-ci, Ie modele est equivalent a celui de Schlichting pour les
jets libres [43]. Nous devons noter que notre modele reste valable aussi bien pour
un ecoulement bidimensionnel qu'axisymetrique.
CHAPITRE 4
FORMULATION DU MODELE NUMERIQUE
4.1. Introduction
Les equations de Navier-Stokes et d'Euler, developpees precedemment (Chap.
2 et 3) forment un systeme de quatre equations non Hneaires et couplees. Ces
equations sont tellement difficiles a resoudre analytiquement qu'il devient necessaire
de trouver une solution par voie numerique. Les methodes numeriques perraet-
tent de transformer Ie systeme d'equations aux derivees partielles en un systeme
d'equations algebriques. Parmi ces methodes on cite: la methode des differences
finies, la methode des volumes finis et la methode des elements finis.
Ici, les equations de Navier-Stokes et d'Euler sont discretisees par une methode
d'elements finis en espace et de difference finies en temps. Dans une premiere partie
on presentera la formulation variationnelle du modele mathematique developpe aux
chapitres 2 et 3. Les conditions aux limites des problemes d'ecoulements internes
seront discutees dans une deuxieme partie. La discretisation par elements finis en
espace et differences finies en temps fera Pobjet d'une troisieme partie. La tech-
nique de calcul numerique de la viscosite turbulente sur un maillage non structure
sera presentee dans une quatrieme partie. Ceci sera suivi par une presentation de
la forme matricielle du systeme algebrique et enfin, on presentera la methode de




La formulation variationnelle de type Galerkin consiste a ponderer Ie systeme
d'equations aux derivees partielles par des fonctions de ponderation (variations
infmitesimales des variables independantes) de maniere que Pintegration sur tout
Ie domaine fluide fl, soit nulle. Ainsi, en multipliant successivement les equations
(2.22) par les variations infmitesimales 6p, 6JJ ei 6h des variables independantes p,
U et h respectivement, nous ecrivons:
+v. u) dn=o?wf^+v. (u®u)+vp-v. cr-^ dn=o
,sh{^~9t+^' (/iu)-v- (^•u)+v- q-f-u) dn=o
(4.1)
Afin de reduire 1'ordre de derivation de deux a un et faire apparaitre des conditions
aux limites naturelles, les termes soulignes sont alors integres par partie et Ie systeme
variationnel (4.1) devient:
+ V • U ) d0 = 0
+v. (U(g)u)+Vp-pf) an?Lsv(rn
+ / V(<^U) : a dfl - I 6\J(a . n) dF =0




6h [(^ . u). n] dF + / 6h(q. n) dF = 0
L'ecriture sous forme vectorielle du systeme (4.2) est:





ou W = (Sp, <^U, 6h) est Ie vecteur des fonctions de ponderation. Et sous la forme
quasi-lineaire, on ecrit:
/„{W . [AoY,< + A,Y, - ^] + W,,. [K,,Y,,] } dO
=/,{w.[(K.,Y,,).n.]} dF (4.4)
Remarque 4.1 :
Les formes variationnelles des equations d'Euler, sous la forme vectorielle et
quasi-lineaire, se deduisent respect ivement de la forme (4.3) et (4.4) comme suit:
j {W . [AoY,< + FC,mv(Y) - f-\} d0 = 0 (4.5)
{W . [AoY,< + A,Y, - jr] } d0 = 0 (4.6)
4.3. Conditions aux limites
Les ecoulements etudies dans ce travail s'effectuent dans des domaines confines
c'est a dire; des ecoulements internes dans des tuyeres ou des ejecteurs. On a alors
a preciser, pour chaque cas d'ecoulement, quatre types de conditions aux limites a
savoir:
• conditions d'entree d'ecoulement.
• conditions de sortie d'ecoulement.
• conditions de symetrie.
• conditions aux parois soli des.
Le nombre de conditions d'entree ou de sortie d'ecoulements depend de la nature
locale de 1'ecoulement; supersonique ou subsonique.
4.3.1. Conditions (Pentree cTecoulement
Si Pecoulement a I'entree est subsonique alors, trois conditions sont a imposer:
• Pression totale ou de stagnation; PQ.
• Temperature totale ou de stagnation; To.
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• Vitesse transversale nulle; u^ = 0.
Pour un ecoulement supersonique a 1'entree, un nombre de Mach est alors
impose et par consequent, quatre conditions sont necessaires:
• Pression totale; PQ.
• Temperature totale; To.
• Vitesse transversale nulle; ^2 = 0.
• vitesse axiale ui correspondant au nombre de Mach impose.
Remarque 4.2 :
Imposer la temperature totale To revient directement a imposer Penthalpie
tot ale h correspondante telle que:
h = CpTo
ou encore sous forme adimensionnelle:
h = 7/To (4.7)
La pression tot ale Po n'est pas une variable independante. Cependant, la valeur
PO desiree est assuree en imposant la pression statique correspondante comme suit:
u 2 |TT|2p=Po-,M:=^-^l (4,8)
Ainsi, la pression statique p sera imposee de maniere non lineaire. Elle est alors
actualisee tout Ie long des calculs de fa^on a garantir la valeur de la pression totale
desiree.
Les conditions aux limites a 1'entree sont de type Dirichlet sur la vitesse, la
pression et la temperature (done 1'enthalpie). Dans ce cas, les termes de contour
dans la forme variationnelle (4.2) s'annulent.
4.3.2. Conditions de sortie cPecoulement
Pour un ecoulement subsonique a la sortie, une seule condition est imposee.
En general, pour les ecoulements internes, cette condition correspond a la pression
statique a la sortie.




A la sortie, Pecoulement est suppose etabli. Ainsi, une condition de Neuman
(o- • u) • n = 0 implicite est imposee. Les termes de contour s'annulent alors dans la
formulation variationnelle (4.2).
4.3.3. Condition de symetrie
Les ecoulements etudies sont des ecoulements bidimensionnels a symetrie plane.
Seule la moitie du domaine fluide est alors considere et la condition de symetrie est
assuree en imposant la vitesse (done la quantite de raouvement) transversale a zero
Ie long du plan de sy metric.
Remarque 4.4 :
Les termes de contour dans la forme variationnelle (4.2) s'annulent Ie long du
plan de symetrie.
4.3.4. Conditions aux parois solides
Les conditions aux parois solides sont differentes selon que 1'ecoulement est
visqueux ou non.
Ecoulement non visqueux
En ecoulement non visqueux, les particules fluides doivent glisser au contact
d'une paroi solide. Cette condition de glissement est assuree grace a la condition
d'impermeabilite de la paroi qui se traduit par une vitesse normale du fluide nulle
Ie long de cette paroi:
u-n=0 ou U-n=0
ou n est Ie vecteur normal unitaire exterieur.
Ecoulement visqueux
Si Pecoulement est visqueux, au contact d'une paroi solide, la viscosite impose
que les particules fluides restent attachees a cette paroi. La vitesse du fluide est
alors nulle sur la paroi:
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u = 0 ou U = 0
Aussi, si 1'ecoulement s'efFectue sans transfert de chaleur avec 1'entourage alors,
dans les deux cas d'ecoulements, ceci est assure,
• soit en imposant une repartition uniforme de la temperature, egale a la
temperature de Pentourage, sur la paroi d'ou, une paroi isotherme,
• soit en isolant la paroi de Pexterieur en considerant que Ie flux de chaleur normal
a la paroi soit nul. La paroi est alors dite adiabatique.
Remarque 4.5 :
Les termes de contour dans la forme variationnelles (4.2) s'annulent sur une
paroi adiabatique ou isotherme, ou des conditions de non glissement sont imposees.
4.4. Discretisation des equations integrates
Le systeme variationnel (4.2) doit etre transforme en un systeme algebrique,
pour une resolution numerique, a 1'aide d'une discretisation spatio-temporelle. Les
derivees temporelles seront discretisees en utilisant la meihode des differences finies.
Les variables et leurs derivees spaciales seront discretisees a 1'aide de la methode
des elements finis.
4.4.1. Discretisation spatiale
Le domaine fluide ^ C JR2 est subdivise en des sous domaines ^e appeles
elements finis. L'integrale sur Ie domaine sera alors une combinaison lineaire des
integrales sur chaque element fini du domaine:
nelt
f(x) an = ^ / /(^) an. (4.9)
fn 7^1 Jne
Le domaine fl, est defini geometriquement par un nombre fini de points ap-
peles noeuds geometriques qui definissent alors la geometrie des elements. Chaque
element ^e doit etre defini analytiquement, de maniere unique, en fonction des
noeuds geometriques. La partition du domaine est basee sur deux regles principales
[11:
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i/ Deux elements distincts ne peuvent avoir qu'un seul point commun (elements
a une dimension), ou qu'une seule arete commune (elements a deux dimensions),
ou qu'une seule surface commune (elements a trois dimensions).
ii/ L'ensemble des elements doit constituer un domaine assez proche du do-
maine reel.
Afin de simplifier la definition analytique des elements de fonne complexe, nous
utilisons alors la notion d'element de reference. Un element de reference Oo est un
element de forme tres simple, repere dans un espace de reference, qui peut etre
transforme en chaque element reel Qg par une transformation geometrique re.
re:^-^X=X(^x,y,z,...) (4.10)
Remarque 4.6 :
L'element de reference est appele encore element parent. La transformation re
peut traduire un simple changement de variables 'X.(x^y^z) — > ^($,^,C)' $ peut
etre considere comme un systeme de coordonnees local lie a chaque element.
Une quantite quelconque V(X) est approxiraee sur chaque element reel n<
comme:
V(X) = ^ N.(X)V.(X) =< N(X) > {Vn} (4.11)
t=l
ou Vi sont les valeurs de la variable V aux noeuds de 1'element. Ces valeurs sont
appelees encore variables nodales. Ni^X.) sont les fonctions d'interpolation snr
1'element reel ^g definies telles que:
1 si i . =
^W)=-!n ^ .'Z. (4-12)0 si i ^ j
L'approximation correspondante sur 1'element de reference ^lo sera:
n
vw = E JV.(W(Q =< ^(0 > W (4.13)
i=l
avec
Te : $ —> X(^) = [< 7V($) >] Xn (4.14)
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ou Ni(^) sont les fonctions d'interpolation sur 1'element de reference et Ni(^) sont
les fonctions de transformation geometrique de 1'element reel ^e en element de
reference fl,o.
Remarque 4.7 :
Les fonctions Ni(X) dependent fortement des noeuds geometriques de
Pelement; elles sont done diflPerentes pour chaque element. Par centre, les fonc-
tions Ni(^) sont independantes de la geometric de 1'element reel; elles peu vent done
etre utilisees pour tout les elements ayant Ie meme element de reference.
Si les noeuds geometriques coincident avec les noeuds d'interpolation des
variables, les fonctions Ni(^) et Ni(^) sont alors identiques et 1'element est dit
isoparametrique.
Toutes les derivees spatiales dans Ie systeme de coordonnees reelles X seront
transformees en des derivees dans Ie systeme de reference ^ a travers la matrice
Jacobienne telle que, pour les derivees premieres:
' 9V} ,,,(9Viixf=b']t^t (4-15)







Finalement, toute integrale elementaire sur 1'element reel sera evaluee sur
Pelement de reference comme suit:




L'integration sur un element de reference sera calculee numeriquement a 1'aide
de la technique de Hammer utilisant sept points d'integration.
4.4.2. Discretisation temporelle
Les simulations numeriques efFectuees dans ce travail visent a obtenir des solu-
tions stationnaires (regime permanent). Cependant, les equations de conservation
stationnaires sont de nature mixte hyperbolique-elliptique dans Ie cas des equations
de Navier-Stokes et de nature difFerente: elliptique, parabolique ou hyperbolique,
dans Ie cas des equations d'Euler, selon que Ie nombre de Mach local est sub-
sonique, sonique ou supersonique respectivement. Ce chagement de nature rend
alors la resolution des equations de conservation stationnaires difficile. Pour eviter
cette difficulte, nous resolvons alors les equations de Navier-Stokes ou d'Euler in-
stationnaires ou la solution evolue dans Ie temps jusqu'a convergence correspondant
au regime permanent. Nous verifions ce regime en satisfaisant la conservation du
debit entre 1'entree et la sortie du domaine fluide considere.
Les derivees temporelles sont discretisees a 1'aide de la methode des differences
finies. Le schema de discretisation teraporelle utilise est Ie schema d'Euler implicite.
Suivant ce schema, la derivee temporelle d'une variable quelconque V(t) s'ecrit:
a^^va+^-vw ^
Qt ~ At
ou A< est Ie pas de temps.
4.4.3. Choix de Pelement
A cause de sa flexibilite pour modeliser des geometries de formes complexes et
d'adaptation de maillages, 1'element triangulaire reste, sans doute, 1'element Ie plus
utilise pour la modelisation des problemes de mecanique des fluides bidimensionnels.
Cependant, Ie degre de ses fonctions d'interpolation doit etre choisi de maniere a
bien modeliser les phenomenes physiques et par consequent d'ameliorer la solution
approchee du probleme considere. En effet, 1'experience a montre que, pour les
ecoulements incompressibles, une approximation du meme ordre pour la pression
et la vitesse engendre de fortes oscillations dans Ie champ de pression [102]. Un
remede a ce probleme consiste a choisir un espace d'approximation moins riche
pour la pression. De meme, pour des ecoulements compressibles simples, Bristeau
et al [19], Fortin et Soulai'mani [103] et Pironneau et Rappaz [104] ont demontre
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la necessite d'une approximation d'ordre inferieur pour la densite. Une condition
precise de stabilisation peut etre fournie par une ou plusieurs conditions In f — Sup
[105].
Ainsi, pour satisfaire a la stabilite de 1'element et la condition In f — Sup,
1'element utilise est un triangle a six noeuds avec une approximation quadratique
(six noeuds) pour les composantes de la quantite de mouvement et de la vitesse et,
lineaire (trois noeuds) pour les autres variables (Fig. 4.1):
U, u E, p, p, h, T
Figure. 4.1 Element de discretisation spatiale
L'element choisi etant isoparametrique (les noeuds d'interpolation coincident avec
les noeuds geometriques), les fonctions d'interpolation lineaires et quadratiques sont
respectivement [1]:
<N>=<Ni N2 N^>
<A^J>. „ ... \ (4.20)
<7V*>=<^i N2 Ns N4 N^ Ne>
< A(2A - 1) 4^A ^ -1) 4^ 77(277 - 1) 47/A > J
ouA=l— ^ — rj
les variables independantes U, p et h et leurs variations <?U, 6p et <f)/i seront inter-
polees comme suit:
(4.21)
U^ =< N" > {U^} 6U, =< N" > {8Ui}
U^ =< N* > {U^} 6U2 =< N^ > {8U^}
p =< N > {p} 8p =< N > [8p]
h =< N > {h} 6h=<N> {6h}
Les variables auxiliaires telles que la vitesse u, la temperature T ei la densite p
seront exprimees en fonction des variables independantes ensuite seront interpolees
comme suit:
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m =< N* > {^1} 1
^=<N'>W\ (4.22)
T =< N > {T}
p =< N > {p}
4.5. Calcul numerique de la viscosite turbulente
Le modele de Baldwin et Lomax et Ie modele pour les jets, developpes au
chapitre 3, sont des modeles algebriques simples a mettre en oeuvre numerique,
puisqu'il ne s'agit que d'ajouter une viscosite turbulente a la viscosite reelle du
fluide. Ceci peut alors se faire par 1'ajout de quelques lignes supplement aires de
programmation dans un code laminaire deja existant. Cette viscosite turbulente,
telle que donnee par ces modeles, est definie Ie long d'une ligne perpendiculaire
a la paroi solide et par consequent, les parametres tels que la distance normale a
partir de la paroi, les valeurs de Fjnax^ ymax,Umax, Umim b, etc ...(voir chapitre
3), intervenant dans Ie calcul de cette viscosite, doivent etre evaluees Ie long de
chaque ligne perpendiculaire a la paroi solide. Cependant, en presence d'un maillage
non structure, Ie calcul de ces parametres devient la difficulte numerique majeure
des modeles algebriques; car presque chaque noeud du maillage definit une station
propre a lui.
Parmi les techniques de calcul de la viscosite turbulente, on cite: la technique
traditionnelle, la technique de Rostand [106] et la technique de Pan et Cheng [107].
La technique traditionnelle consiste a:
• definir la station passant par un noeud donne et normale a la paroi solide.
• selectionner et stocker les elements que coupe cette station et les coordonnees des
milieux des points d'intersections de la station avec ces elements.
• interpoler les valeurs aux noeuds reels aux points d'intersections.
• evaluer la viscosite turbulente Ie long de cette station et 1'interpoler au noeud
definissant cette station.
Cette technique presente des inconvenients majeurs tels que Ie stockage et Ie temps
de calcul enormes.
La technique de Rostand [106] consiste a:
• considerer les normales (stations) issues du milieu de chaque arete sur la paroi
solide.
• selectionner et stocker les elements que chaque normale passe a travers et les
coordonnees du milieu des points d'intersections de chaque normale avec chaque
element.
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• reperer et stocker, pour chaque noeud reel, les normales voisines les plus proches
(a gauche et a droite) et les distances de ces normales au noeud considere.
• determiner et stocker les coordonnees du point d'intersection de la perpendiculaire,
passant par un noeud, avec chaque normale voisine a ce noeud, ainsi que les points,
sur la normale, les plus proches de ce point d'intersection.
• interpoler les valeurs aux noeuds reels aux points composants chaque nonnale.
• evaluer la viscosite turbulente Ie long de cette normale.
• interpoler cette viscosite turbulente au point d'intersection de la perpendiculaire,
passant par Ie noeud, avec la normale.
• et enfin, associer cette viscosite turbulente au noeud reel par une interpolation
entre les deux normales voisines.
La technique de Rostand ci-dessus presente un avantage concernant Ie stockage,
puisqu en reperant les normales ainsi que les points les composants de maniere
sequentielle, on aura alors besoin de connaitre, pour chaque noeud reel, uniquement
Ie numero de la station a sa gauche et les points directement en bas de chaque point
d'intersections des perpendiculaires, passant par Ie noeud, avec les stations voisines.
L'inconvenient de cette technique peut etre la perte de precision suite a la serie
d'interpolations.
La technique de Pan et Cheng [107] consiste a:
• defmir un ensemble de bandes issues des deux extremites de chaque arete sur la
paroi solide.
• les elements ayant Ie centre de gravite a Pinterieure d'une meme bande seront
consideres comme des elements du meme groupe.
• la distance perpendiculaire a la paroi solide (ou a la ligne centrale du sillage)
a partir du centre de gravite de chaque element est prise comme une echelle de
longueur pour Ie calcul de la viscosite turbulente.
• Ie maximum et/ou Ie minimum des parametres, intervenant dans Ie calcul de la
viscosite turbulente, sera localise a 1'interieure de chaque bande qu'on associe alors
aux elements appartenant a cette bande.
Cette technique presente un avantage interessant puisqu'elle ne fait aucune inter-
polation. La viscosite turbulente est calculee directement sur Ie maillage non struc-
ture. Cependant, ces bandes doivent etre Ie plus etroites possibles pour obtenir
une bonne approximation de la viscosite turbulente. Ceci, fait que les aretes sur la
paroi solide soient les plus courtes possibles, qui peuvent engendrer des maillages
enormes inutilement car, un maillage pour la turbulence doit etre plutot fin dans Ie
sens transversal de Pecoulement.
La technique de calcul numerique de la viscosite turbulente utilisee ici est une
variante de la technique de Rostand. Au lieu de considerer des elements, nous
considerons des Ie depart des aretes. Pour chaque station (normale issue du milieu
de 1'arete sur la paroi solide), nous avons alors a stocker les numeros des noeuds
extremites de Parete (N1 — N2) coupant cette station et Ie parametre s/1 necessaire
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pour Pinterpolation du noeud reel vers Ie point sur la station ou 1 est la longueur de
cette arete et s est la distance du point d'intersection, avec la station, au premier
noeud extremite de 1'arete (Fig. 4.2). Les stations et les points n les constituants
et ant stockes de maniere sequentielle ainsi, pour chaque noeud reel, nous avons a
stocker uniquement Ie numero de la station S a sa gauche et les numeros n et n
des points directement en bas de chaque point d'intersections des perpendiculaires,
passant par Ie noeud donne, avec les stations voisines ainsi que les parametres
necessaires aux interpolations du point sur la station vers Ie noeud reel: h/ (h + hi)
sur la station a gauche, h' / (h' + h'i) sur la station a droite et d/ (d + d') entre
les deux stations (Fig. 4.2). Ces variables sont calculees une fois, pour un maillage
donne, et sont regroupees sous forme de deux fichiers: un fichier renfermant les
donnees relatives aux stations et un fichier renfermant les donnees relatives aux
noeuds reels.
Figure. 4.2 Technique de calcul de la viscosite turbulente
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4.6. Forme matricielle
La discretisation spatio-temporelle et 1'integration numerique sur un element,
de la forme variationnelle (4.2), conduit a un systeme matriciel elementaire.
L'assemblage des contributions elementaires donne un systeme matriciel global qui
s'ecrit sous la forme:
[K(Y)] {Y} = {F} (4.23)
ou [K(Y)] est la matrice globale incluant la matrice rigidite et la matrice masse
globales, {Y} est Ie vecteur des degres de liberte global et {F} est Ie vecteur source
global.
4.7. Methode de resolution
Le systeme (4.23) est fortement non lineaire. Ces non linearites sont dues es-
sentiellement aux termes de convection et a Petat compressible du fluide. D'autres
non Unearites sont dues aux termes additionnels engendres par les techniques de
stabilisation (voir Chapitre 5). La matrice [K(Y)] se trouve done une matrice
creuse, non lineaire, non symetrique et de grande taille. Une methode de resolution
iterative, plutot que directe, est alors necessaire. Dans ce qui suit, on exposera
la methode de Newton-Raphson et la methode GMRES (Generalized Minimal
RESidual) developpee par Saad et Shultz [108]. Ceci sera suivi par la methode
de preconditionnement utilisee.
4.7.1. ]Vlethode de Newton-Raphson
La methode de Newton-Raphson est une methode iterative qui consiste a trou-
ver Y tel que Ie residu:
{R(Y)}={F}-[K(Y)]{Y} (4.24)
salt nul a une iteration donnee.
Soit a 1'iteration n, Ie residu non nul:
{R (¥„)} = {F} - [K(Y^)] {¥„} ^ 0 (4.25)
Le probleme revient done a trouver Yn+i = ^n + ^ ^ que le residu soil nul a




Le developpement, en serie de Taylor a 1'ordre un, du residu {R(Yn)} permet
d'ecrire:









est la matrice Jacobienne associee au residu {R(Yn)}.




Choisir une solution approchee YQ
2. Iteration : Pour n = 1,2,..., jusqu'a convergence
Resoudre Jn^n = —R-n
OU Jn = [J(Yn)], 6n = {<5Y} et R, = R{Yn}
3. Former la solution approchee :
Yn-i-i = Yn + <^n
4. Redemarrer :
Si Ie critere de convergence est satisfait, s arreter.




La resolution du systeme (4.23), a 1'aide de la methode de Newton-Raphson, est
evidemment une tache tres ardue et tres couteuse en temps de calcul et, aussi tres
encombrante en terme de memoire requise puisque la resolution du systeme lineaire
(4.29) necessite Ie calcul, Passemblage et la triangularisation de la matrice Jr(Yn) a
chaque iteration et ceci jusqu'a convergence. Une maniere d'eviter ces inconvenients
consiste a utiliser la methode GMRES qui permet de resoudre Ie systeme lineaire
(4.29) iterativement dans un sous espace de Krylov ou, la connaissance explicite de
la matrice J ne sera plus necessaire, mats seulement Ie resultat de 1'action de cette
matrice sur les directions Z constituant Ie sous espace de Krylov.
4.7.2. Methode GMRES
La methode GMRES a ete developpee par Saad et Schultz [108]. C'est une
methode de resolution iterative de systemes lineaires. Cette methode, couplee avec
la methode de Newton-Raphson, permet d'eviter Ie calcul explicite et Ie stockage
de la matrice Jn [109]. C'est la methode GMRES non lineaire utilisee par plusieurs
chercheurs [9, 10, 22, 24, 110, 111, etc ...].
Resoudre Ie systeme (4.29), par la methode GM^RES non lineaire, revient a
trouver, a 1'iteration n, une solution approchee de la forme:
6n = ^ + ^n (4.31)
ou 6^ esi une solution initiale. Le systeme correspondant sera:
Jn{6°,-{-Zn)=-Rn ^ JnZn = YQn (4.32)
ou r^ est Ie residu initial, z^ est un element du sous espace de Krylov /Cfe, de
dimension k, associe au residu r^ et a la matrice Jacobienne Jn\
ICk= span {ro.,Jnr^...,J^-lr0.} (4.33)
Le probleme revient done a trouver une solution approchee de la forme:
6kn = Skn + 4 (4.34)
telle que:
11 r°n - Jn< \\2= min \\ r0, - Jn^ \\, (4.35)
z^lCk
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L'algorithme de la methode GMRES non lineaire se resume ainsi, comme suit:




Poser n = 0
2. Demarrage :
Choisir une tolerance £n
Calculer Ie parametre o-, pour Ie calcul de la quantite Jn^i
(voir equations (4.36 et 4.37) ci-dessous)
CalculerRn = R(Yn)
Calculer ro = Rn - Jn^n
Calculer i»i = ro/ || ro ||2
Poser j = 1
8. Iteration : Pour j = 1,2,..., fc faire :
hi J = (JnVj.Vi) % = 1,2, ...,j
J
Vj+1 = JnVj - ^j kijVi
1=1
hj+l,j =11 VJ+1 \\2
vj+l = vj+l/hj+l,j
Construire la j-ieme colonne de la matrice Hj
et mettre a jour sa factorisation QjRj
Calculer la norme residuelle Qj de la solution 83^
Si Qj <, £ ou si j' = kmax poseT k = j et aller au point 4
Sinon, poser j' = j' + 1 et aller au point <9
4. Former la solution approchee :
Trouver Ie vecteur yk qui minimise || e — HkV \\2 sur JR
Calculer Sk, = S°, + V^
Mettre a jour Yn+i = Yn + ^
5. Redemarrer :
Si Yn+i est satisfaisante, s'arreter.
Sinon, poser Yn = Y^+i , ^ = ^ et aller au point -8.
Les produits matrice-vecteur JnV peuvent etre approches numeriquement par:
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. R(Y+^)-R(Y)
InV = —:—'• —— '• — - (,4:.«
(7
ou Ie coefficient a doit etre bien choisi en fonction du residu R(Y) de maniere
a assurer une bonne approximation de la derivee directionnelle et une stabilite
numerique. En efFet, Brown [112] a donne des conditions suffisantes sur a afin
d'assurer une convergence locale de Palgorithme de Newton. Ici, a est choisi tel que
[55]:
a = 6(|| R(Y) ||, +6) (4.37)
ou e = 10-6.
Re marque 4.10 :
L'etape 3 dans Falgorithme ci-dessus constitue 1'algorithme d'Arnoldi, qui
utilise une orthogonalisation de Gram Schmidt, pour construire une base or-
thonormee Vk = {^1,^2, •••;^fe}; du sous espace de Krylov A^fe, associee a la matrice
Jn et au vecteur initial Vi. Les termes hi j, generes par cette etape, constituent les
elements de la matrice de Hessenberg Hk de dimension (k + 1) x k.
La minimisation de la norme || e — Sky \\2 revient a resoudre un systeme
triangulaire superieur d'ordre (k + 1). Ceci se fait en utilisant 1'algorithme Q-
R [108, 111], Dans ce cas, la matrice Hk est factorisee en QkRki ou Qk est une
matrice unitaire d'ordre (^+1) et Rk est une matrice triangulaire superienre d'ordre
(fc+1) X k et dont la derniere ligne est nulle.
La dimension de Pespace de Krylov est majoree par la taille N de la matrice
J'. La methode GMRES doit alors converger au bout de N iterations au maximum.
Si k = N, la solution approchee, en negligeant les erreurs d'arrondi, est alors
une solution exacte. Ainsi, la methode GMRES est essentiellement une methode
directe. Cependant, prendre k = N rend Palgorithme tres couteux. En pratique,
on peut toujours se contenter d'une solution approchee qu'on peut obtenir, au bout
d'un nombre d'iterations inferieur a N, en procedant comme suit:
• On fbce k = kmax < N.
• On construit Fespace de Krylov fCkmax ^e dimension kmax-
• On construit la solution approchee Skmax-
• On relance Palgorithme en prenant Skmax comme solution initiale.
Cette procedure constitue une maniere de resolution iterative a 1'aide de la methode
GM~RES. Pour rendre cette methode plus efficace, un critere de reglage automatique,
de la valeur de k, dans Pintervalle [1, kkmax]^ est inclu. Ce critere permet d'amorcer
Palgorithme avec une valeur k = kmax clul diminue progressivement avec 1'evolution
de la solution. Le choix de la valeur kmax depend intimement de la memoire machine
disponible et particulierement du probleme physique considere. En effet, une valeur
59
tres petite de k max peut engendrer une convergence tres lente ou, peut meme causer
la divergence du processus [108].
4.7.3. Preconditionnement
Pour que la methode GM^RES soit stable et efficace (convergence rapide), Ie
systeme a resoudre doit alors etre preconditionne. II existe plusieurs types de
preconditionneurs modernes [111, 114, 115, 116, etc ...]. Dans notre cas, on utilise Ie
type classique de preconditionnement diagonal pour la seule raison qu'il est simple
et economique. Dans ce cas, Ie systeme (4.29) se met sous la forme:
Jn6n = -Rn (4.38)
ou
n — JLJ — Un^-'^.
et ..,.„!
Rn = D:1/2R^ ^ = D^,
avec
Dj| =| D |? et D7 = sign(D) | D |^
D etant la diagonal de la matrice Jn
Sommaire
Le modele numerique consiste en une methode d'elements finis. Nous resolvons
les equations de conservation stationnaires en utilisant 1'approche instationnaire ou
la solution evolue dans Ie temps jusqu'a la convergence correspondant au regime
permanent. Nous discretisons la forme variationnelle, dans Ie temps, en utilisant Ie
schema d'Euler implicite et, dans 1'espace, en utilisant un element mixte avec une
interpolation quadratique pour les composantes de la vitesse et de la quantite de
mouvement et, lineaire pour les autres variables. Nous avons expose les conditions
aux limites, dans Ie cas des ecoulements internes, en explicitant les techniques que
nous proposons pour appliquer ces conditions. Nous avons presente la technique
que nous avons implemente pour Ie calcul numerique de la viscosite turbulente,
sur un maillage non structure, qui consiste en une variante de la technique de
Rostand. Nous resolvons Ie systeme algebrique, resultant de la discretisation spatio-




L'approximation, par la methode des elements finis classique, des problemes de
convection dominante ou de convection pure, correspond a des approximations de
type differences finies centrees condnisant a des solutions instables. De la diffusion
est alors necessaire pour stabiliser la solution. Cette diffusion peut etre obtenue
soit en ajoutant une viscosite artificielle a la viscosite du fluide sans pour autant
changer de schema ou de methode de resolution, soit en adoptant un autre schema
ou methode de resolution permettant d'engendrer cette diffusion.
Dans ce chapitre, on discutera, a travers 1'equation de convection-difFusion uni-
dimensionnelle stationnaire, des difficultes que presente la resolution des problemes
de convection-difFusion, des techniques de stabilisation populaires telles que les
schemas decentres, la diffusion artificielle, la methode de Petrov-Galerkin et la
methode SUPG. Cette derniere methode sera ensuite generalisee aux problemes mul-
tidimensionnels instationnaires tels que les equations de Navier-Stokes et d'Euler.
Enfin, on presentera un modele de stabilisation, additionnel a la methode SUPG,
appele id operateur de capture de chocs, permettant de renforcer la stabilite en
controlant les oscillations dans des directions autres que les lignes de courant.
5.2. Equation de convection-difFusion




4,,t + V. (u^) - V . (/eV^) = / (5.1)
ou u(x^t) est la vitesse de 1'ecoulement, K(x^t) est Ie coefficient de diffusion positif
et / est la source. En general, K est petit devant UL (vitesse X longueur car-
acteristiques) de sorte que la convection soit dominante sur la diffusion et par
consequent, des problemes d'instabilites des schemas centres, en regime station-
naire, sont a surmonter.
5.2.1. Instabilite des schemas centres
Soit Ie probleme simple de convection-diffusion unidimensionnel suivant:
trouver <f) dans 1'intervalle ]0, L[ satisfaisant Pequation de convection-diffusion:
U(f)^ - K(f>,xx = 0 (5.2.1)
et les conditions aux limites de Dirichlet:
W = ^ (5.2.2)
<1>(L) = <I>L (5.2.3)
ou u et K sont constants et positifs.
La solution exacte du probleme (5.2) est donnee par:
4,(x) = ci + C2 exp (Pej) (5.3)
ou Pe = U^L est Ie nombre de Peclet global. Ci et €3 sont des constantes dependant
des conditions aux limites (5.2.2) et (5.2.3).
Soient maintenant N points equidistants situes entre x = 0 et a; = L correspon-
dants a N valeurs (f>i (i = 1,...,^V). Soit Xi un point situe entre les points Xi-\ ei
Xi -1-1. L? approximation par un schema de differences finies centrees de 1'equation de
convection-diffusion (5.2.1) s'ecrit:
^ (<^+1 - ^-l) - ^ (<^,+i - 2<^ + ^_i) = 0 (5.4)
ou h = (a;i+i — 2;i-i)/2
Cette derniere equation peut se mettre sous la forme:
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a^t-n — 2b(j)i + c<^-i = 0 (5.5)
ou
a=l-Pe, 5=1, c=l+Pe
Pe = -j^ est Ie nombre de Peclet local.
Le discriminant associe a 1'equation (5.5) est:
.2 ... f a-c
— ac =
et les solutions de Pequation (5.5) sont alors
1+Pe
(f)\ = 1 et <^2 =
1-Pe
La solution generate de 1'equation (5.5) done de Pequation (5.4) sera la combinaison
lineaire des solutions <^i et (f>2 telle que:
(f>i = C3 + C4 ^ ^—^ j (5.6)
ou €3 et €4 sont des constantes a determiner par les conditions aux limites (5.2.2 et
5.2.3).
En identifiant les solution exacte (5.3) et discrete (5.6), on doit avoir c\ = 03, c^ = 04
et
^x\ 1+Pe
exp {pel) = T~P~e (5-7)
Re marque 5.1 :
En analysant Pequation (5.7) on remarque que, si Pc > 1 (convection domi-
nante), Ie terme de gauche devient negatif et 1'equation (5.7) devient mal defmie.
L 'approximation de type differences finies centrees de Pequation (5.2.1) introduit
done une diffusion negative engendrant des oscillations non physiques de la solu-
tion discrete (5.6). Un remede a ce probleme consiste a introduire de la diffusion
numerique positive de maniere a vaincre la diffusion numerique negative: c'est Ie
but du decentrage.
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5.2.2. Schema decentre - diffusion artificielle
En adoptant une approximation de differences finies decentrees amont, pour Ie
terme de convection, 1'equation de convect ion-diffusion (5.2.1) s'ecrit:
^ (-<^-1 + ^) - -^ (^+1 - 2<^ + ^-i) = 0 (5.8)
ou encore:
a<f>i^ - 2b<f>i + c<^_i = 0 (5.9)
ou
a=l, 6=l+2Pe, c= 1 + Pe
De la meme maniere que 1'approximation centree, on trouve la solution associee a
Papprbximation decentree (5.8) qui est:
^•=C3+C4(l+2Pe) (5.10)
Aussi, en identifiant la solution exacte (5.3) et la solution discrete (5.10), on doit
avoir: cs = ci, 04 = C2 et
exp fPe^) =l+2Pe (5.11)
Re marque 5.2 :
En adoptant une approximation decentree, on aboutit a Pequation (5.11) qui
est bien definie quelque soit Ie nombre de Peclet positif. Ainsi, 1'approximation
de type decentree, du terme convectif, engendre une diffusion numerique positive
permettant une solution non oscillante.
Remarque 5.3 :
On doit souligne qu'une approximation centree, dans Ie cas ou K est remplace
par /<;+/€, conduit au meme resultat qu'un schema decentre si k = v^-. Ainsi, une
approximation decentree introduit de la diffusion artificielle.
Remarque 5.4 :
Notons que, dans Ie cas d'un schema centre, la diffusion numerique k peut ne
pas etre optimale pour permettre une solution exacte aux noeuds.
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Pour mettre en evidence la diffusion numerique optimale, procedons comme suit:
En rempla^ant K par 7^ = K, -{- k (K etant Ie coefficient de diffusion artificielle),
1'approximation, par differences centrees, de Pequation (5.2.1) s'ecrit:
^ (<^,+1 - ^_l) - ^ (^+1 - 2<^, + ^_i) = 0 (5.12)
ou encore:
a<^-+i - 2Ui + c<^-i = 0 (5.13)
ou
a =1-Pc, 6=1, c==l+Pe
avecPi= ^=.
De la meme maniere que precedemment, la solution de Pequation (5.13) done de
1'equation (5.12) est:
^ = C3 + C4 (^^) (5.14)
ou €3 et 04 sont des constantes a determiner par les conditions aux limites (5.2.2)
et (5.2.3).
Si la diffusion k est optimale alors la solution (5.14) doit etre exactement egale a
la solution exacte (5.3). Ainsi, en identifiant les solutions exacte (5.3) et discrete
(5.14) terme a terme, on ecrit:
os = ci (5.15)




En prenant x = -| (la taille d'un element) et en substituant 1'expression du nombre
de Peclet global (Pc = V-L) dans (5.17), on obtient:
1+Pe fuh'
exp | 7— | (5J1-Te ^ \^} ^'^
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uh . , f uh
2^ ~~~ \2K (5.19)





Ainsi, un schema centre optimale dormant une solution exacte aux noeuds serait













5.2.3. Methodes de Galerkin et Petrov-Galerkin
La formulation variationnelle faible de type Galerkin, du probleme de
convection-diffusion (5.2.1 a 5.2.3), consiste a trouver (f) tel que, pour toute fonction
de ponderation <^, on a:
f. (u}U(f) x + ^,xK(f> x) dx = 0 (5.22)
Chaque solution <f) doit satisfaire les conditions de Dirichlet (5.2.2) et (5.2.3) et
chaque fonction de ponderation a; doit satisfaire sa condition homogene:
^(0) = UJ(L) = 0
Sur des elements finis P , la forme variationnelle (5.22) peut etre approchee par:
Ifo (U(/)h,x^h + K<t)h,x^h,x) dx =0 (5.23)
En subdivisant Pintervalle [0, L] en des intervalles de longueur egale h, on peut
verifier que Papproximation (5.22) s'ecrit:
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^ (<^+1 - ^_l) - ^ (<^,+i - 2<^ + <^i-i) == 0 (5.24)
Ainsi, la formulation variationnelle de Galerkin correspond a une approximation
de type differences finies centrees, qui peut etre instable si Ie nombre de Peclet
est superieur a 1 (convection dominante). De la diffusion est alors necessaire pour
stabiliser la solution. Cette diffusion peut etre engendree via un decentrage, a 1'aide
de la methode de Petrov-Galerkin, en prenant des fonctions de ponderation de la
forme:
U} = UJ +?
ou u) est la fonction continue et p est la contribution (ou perturbation) discontinue.
Dans ce cas, la formulation variationnelle faible de Pequation de convect ion-diffusion
(5.2.1), selon la met ho de de Petrov-Galerkin, s'ecrit:
*L. . x-^ yxi+l
(UJU(/)^ +t^^K(/)^)dx + Y^ I p(u<f>,x - ^(f>,xx)dx = 0 (5.25)
'0 Jx,
Re marque 5.5 :
Le deuxieme terme du membre de gauche de Pequation (5.25) constitue la
perturbation qu'il faut ajouter a la formulation de Galerkin dans Ie but de stabiliser
la solution.
5.2.4. Methode SUPG
La methode SUPG a ete proposee par Hughes et ses collaborateurs [6, 7]. C'est
une variante de la methode de Petrov-Galerkin basee sur Ie concept de la diffusion
artificielle optimale developpee precedemment (5.21). En se basant sur ce concept,
Ie probleme (5.2.1 a 5.2.3) devient:
trouver (f) e [0,L] C R-> JR telque:
U(f)^ - (/€+ k)(/)^x = 0 (5.26.1)




ou k est Ie coefficient de diffusion artificielle optimal. Dans ce cas, la formulation
variationnelle faible de Pequation (5.26.1) s'ecrit:
/'
ro
{(jJU(f> x + (K+ k)u) ,x(t>,x) dx = 0 (5.27)
Comme K = -^-^(Pe), Pequation (5.27) devient:
^ + '^(Pe)^^ j u(f>^ + ^^<f>,x \dx=0 (5.28)
Cette derniere formulation est equivalente a la formulation de Petrov-Galerkin ou
la fonction de ponderation p, qui ne concerne id que Ie terme convectif, est definie
telle que:
P = '^(P^,x = ^a^
Ainsi, la diffusion artificielle, qu'il faut ajouter a la formulation de Galerkin pour
stabiliser la solution, peut se faire a Paide d'un decentrage en utilisant la methode







Comme K possede un caractere directionnel (u dans Ie cas unidimensionnel), on
parle alors de la methode SUPG (Streamline Upwinding Petrov-Galerkin)
La formulation faible, selon la methode SUPG, de 1'equation de convect ion-diffusion
unidimensionnelle stationnaire (5.2.1) s'ecrit alors:
'L ^ _^ /• a;»+i




r = ^ (5.31)
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Remarque 5.6 :
Le deuxieme terme du membre de gauche de 1'equation (5.30) represente
Poperateur SUPG qui constitue la perturbation qu'il faut ajouter a la methode
de Galerkin pour stabiliser la solution.
La methode SUP G (5.30) a ete generalisee au cas unidimensionnel instationnaire
avec un terme source, ou 1'equation de convect ion-diffusion est donnee par:
<^+^-^,xr=/ (5.32)
/ et ant Ie terme source.
Dans ce cas, la formulation faible, selon la methode SUPG, s'ecrit:
f.
L
[u ((f)^ + u(j)^) + ^^<f)^\ dx+
Fo
a!t+ln+
(UUJ ^) T {<f) ^U<t>,x - ^ ,xx -f)dx = I UJfdx
'x, JO
(5.33)
ou r est donne par 1'equation (5.31).
Dans Ie cas multidimensionnel, Ie caractere directionnel de la diffusion artificielle
peut etre assure en rempla^ant Ie coefficient scalaire /S, utilise dans Ie cas unidimen-
sionnel, par Ie tenseur [9]:
Kij = K.nnJ- (5.34)
UkUk
ou la somme est faite sur 1'indice repete. Cette definition traduit clairement Ie













[uj (^,t + V . (u<f>)) + Va;. (K;V<^)] dx^r
ro




Dans Ie cas multidimensionnel d'un champ scalaire, un choix typique de k serait
u $(Pe) [9], il vient:
r=ii (5-38)
Ceci assure bien Ie choix optimal (5.31) si Ie probleme est unidirnensionnel.
Remarque 5.8 :
La generalisation de la methode SUP 'G', au cas d'un systeme multidimension-
nel instationnaire, fera 1'objet du paragraphe suivant qui traitera des equations de
Navier-Stokes et d'Euler.
5.3. Equations de Navier-Stokes et cTEuler
Selon la methode SUPG, les formulations variationneiles faibles de type
Galerkin, sous formes vectorielle (4.5) et quasilineaire (4.6) sont remplacees res
-pectivement par les formulations variationnelles faibles sous formes vectorielle et
quasilineaire suivantes:
(W . [AoY,< + F?°.»"(Y) - f\ +W,.. [F?'//(Y)j } dn
+ E ^ {(As •w') r [A°Y.« + F^"°(Y) - F?7/(Y) - ^]}dn'
= ^ {W . Ff//(Y).n,] } dF (5.39)
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{W . [AoY,< + A,Y., -^]+ W,, . [K,,Y,,] } dO
ft





Re marque 5.9 :
Rappelons que dans Ie cas des variables conservatives, Y = V = (/),U,£I) et
la matrice Ao devient 1'identite. Par consequent, la matrice r se reduit a la matrice
r correspondant au variables conservatives V.
La formulation variationnelle ci-dessus se distingue par deux proprietes irnportantes:
• c'est une methode de residus ponderes au sens qu'une solution exacte reguliere
du probleme physique original reste encore une solution du probleme variationnel.
Ceci assure, non seulement une bonne precision de 1'approximation rnais, aussi une
stabilite spatio-temporelle. [10].
• la stabilite est assuree grace au terme elliptique:
^/ [(A,<.W,)^FrB''(Y)]dn. (5.42)
e
en ecriture vectorielle ou:
^ [(AI . w.) ^ (A.Y,)] dtt, (5.43)
en ecriture quasi-lineaire. Ainsi, cette stabilite depend enormement de la structure
de la matrice r. Le choix de cette matrice est alors fondamental pour Ie bon
comportement de la methode SUPG. Ce choix peut etre etabli selon les criteres
suivants:
• r est une matrice pleine de meme dimension que les matrices A,.
• Les elements de r ont la dimension du temps.
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• r est une quantite locale dependant de la geometric de Pelement.
• T doit se reduire a un scalaire donne par (5.31) dans Ie cas d'une equation scalaire
unidimensionnelle et a 1'expression (5.38) dans Ie cas d'une equation scalaire mul-
tidimensionnelle.
Soulaimani et Fortin [10] ont propose et valide numeriquement la definition de la





sont les coefficients de 1'inverse de la matrice jacobienne de transformation
geometrique.
Re marque 5.10 :




ou h est la taille de 1'element, et la matrice r donnee par (5.44) se reduit a:
;=l|A|-l$(Pe) (5.45)
Re marque 5.11 :
La matrice r telle que definie par (5.44) verifie bien les criteres enumeres
precedemment. En particulier, cette matrice se reduit bien a Fexpression (5.45)
dans Ie cas d'un systeme d'equations unidimensionnelles, a 1'expression (5.38) dans
Ie cas d'une equation multidimensionnelle d'un champ scalaire et finalement au
scalaire (5.31) dans Ie cas d'une equation unidimensionnelle.
Le calcul de la matrice r telle que definie par (5.44) requiert la resolution d'un
probleme aux valeurs propres. Une maniere simple pour determiner les matrices des
72
vecteurs propres et des valeurs propres, associees aux matrices CijAj est presentee
a P annexe A.
5.4. Operateur de capture de chocs
La methode SUPG telle que con^ue consiste en un decentrage (une dissipa-
tion supplementaire) selon la direction des lignes de courant. Cette methode se
trouve done tres efficace pour des solutions sufBsamment regulieres, en controlant
les oscillations non physiques Ie long des lignes de courant. Cependant, cette direc-
tion n'est pas toujours la direction la plus appropriee pour permettre la dissipation
desiree. En effet, cette situation peut se manifester en presence de chocs ou cer-
taines oscillations persistent au voisinage des discontinuites a cause de Pabsence de
controle des gradients dans des directions autres que les lignes de courant. Ainsi, il
devient necessaire de renforcer la methode SUP G en lui ajoutant un autre terme,
appele capteur de chocs, permettant de favoriser d'avantage la dissipation et par
consequent d'amortir les oscillations au voisinage des discontinuites.
Selon Mallet [9] et ensuite Shakib [12], 1'operateur de capture de chocs doit satisfaire
les criteres suivants:
• il doit agir selon la direction des gradients.
• il doit etre proportionnel au residu local de resolution.
• 11 doit tendre rapidement vers zero dans les zones regulieres (solutions lisses).
Contrairement a Mallet [9], Galeao et Dutra do Carmo [13] stipulent que n'importe
quelle direction peut etre la direction appropriee pour Ie decentrage. Ainsi, en se
basant sur 1'argument; que pour les problemes de convection pure, les lignes de
courant sont exactement les directions physiques de transport dans Ie cas d'une
solution exacte et que ces directions sont approximatives dans Ie cas d'une solution
numerique (done approximative), Galeao et Dutra do Carmo introduisent Ie concept
de direction approximative de decentrage qui doit tendre vers la direction de la ligne
de courant quand la solution approchee tend vers la solution exacte. Us proposent
ainsi, un operateur de capture de chocs proportionnel aussi au residu local.
Tout les operateurs de capture de chocs, developpes par les auteurs ci-haut, pour
un systeme de convection-difFusion symetrique, peuvent se mettre sous la forrae:
£/». ^ccV^W. V^Y^
ou V^ est 1'operateur gradient selon Ie systeme de coordonnees local ^ lie a 1'element.




R = AoY,< + A,Y,, - (K^-Yj ) . - F
,t
En resume de ce qui a precede, on peut dire que Pobjectif est de favoriser
la dissipation de maniere a reduire Ie residu local de resolution au voisinage des
discontinuites dans Ie but d'obtenir une solution reguliere. Partant de ce principe
physique, Soulaimani et Fortin [10] eurent 1'idee de construire un operateur de
capture de chocs, pour les systemes de convect ion-diffusion non symetriques, utilise
ici, qui consiste en une viscosite artificielle a ajouter a la viscosite reelle du fluide. En
appliquant les techniques standards de Pestimation d'erreur, a la methode SUPG,
les auteurs expriment cette viscosite artificielle comme suit:
^ = mm (c^\\^(Pe), |||u||$(Pe)) (5.46)
ou Cjc est Ie coefficient de capture de chocs qui peut etre ajuste selon que Ie choc est
faible ou tres fort, h esi la taille de 1'element, || || est la norme L^fl,) et R est Ie residu
local. Cette viscosite en fonction du residu local et de la taille de 1'element permet
une dissipation supplement aire de la quantite de mouvement et de 1'energie sans
aucune modification de Pequation de continuite, alors que les operateurs de capture
de chocs precedents agissent aussi sur 1'equation de continuite. EUe se trouve done
tres elevee dans les zones a fortes oscillations ou de chocs et pratiquement nulle
quand la solution est lisse. De plus, cet operateur de capture de chocs est plus
simple a mettre en oeuvre numerique et semble moins difFusif [11] comparativement
a celui developpe par Mallet [9].
Sommaire
Dans Ie cas des problemes de convection dominante ou de convection pure,
la formulation de Galerkin peut etre instable et peut engendrer des solutions
presentant des oscillations non physiques. Pour remedier a ce probleme, nous
utilisons alors une variante de la methode SUP G (Streamline Upwinding Petrov
Galerkin). En presence de forts gradients, nous renfor^ons la stabilite en ajoutant,
a la viscosite du fluide, une viscosite artificielle dite de capture de chocs.
CHAPITRE 6
VALIDATIONS ET RESULTATS NUMERIQUES
6.1. Introduction
Ce chapitre sera consacre a la validation numerique de la formulation conserva-
tive en variables enthalpiques, des techniques de stabilisation (SUPG et Poperateur
de capture de chocs) et du modele de turbulence propose. Dans ce but, plusieurs
types cPecoulements compressibles bidimensionnels ont ete etudies. La robustesse
du code a ete validee a 1'aide de Petude de 1'ecoulement, laminaire et turbulent, dans
les ejecteurs dont la geometrie et la physique de Pecoulement sont tres complexes.
Les resultats obtenus sont compares aux resultats des travaux anterieurs et sont
presentes a la fin de ce chapitre.
6.2. Ecoulements dans les tuyeres
Les tuyeres sont des conduites de geometries variables tres utilisees dans
les applications energetiques pour transformer 1'energie de pression en energie
cinetique. Les validations ont ete menees sur trois types de tuyeres pour simuler
les ecoulements visqueux et non visqueux avec et sans chocs. Les different s cas se
presentent comme suit:
6.2.1. Ecoulement non visqueux
Deux types d'ecoulements non visqueux ont ete etudies: 1'ecoulement




L'etude de cet ecoulement a ete menee sur la tuyere bidimensionnelle
convergente-divergente de type GPL. La geometrie de cette tuyere est presentee
a la figure Cl (annexe C). Le maillage utilise consiste en 1545 elements pour un
nombre total de 3220 noeuds (Fig. 6.1). Les conditions aux limites imposees sont:
• a 1'entree, Pecoulement est subsonique. La pression totale PQ = 1, la temperature
tot ale To = 1 et la vitesse transversale 1/2 = 0 sont imposees.
• sur la paroi solide, Ie glissement est impose: u-n=OouU-n=0.
• sur P axe de symetrie on impose u^ = 0.
• la sortie de Pecoulement etant supersonique, aucune condition de Dirichlet n'est
alors imposee.
Les figures 6.2 a 6.6 representent respect ivement les isobares, les isomachs, les iso-
densites, Ie nombre de Mach Ie long de 1'axe de symetrie et Ie nombre de Mach sur
la paroi solide.
Le nombre de Mach Ie long de Paxe de symetrie de la tuyere (Fig. 6.5) montre
une tres bonne comparaison avec Ie resultat donne a la reference [118]. Cependant,
sur la paroi, Ie nombre de Mach se trouve inferieur vers la sortie comparativement a
celui de la reference [118]. Ceci est du probablement a la viscosite artificielle injectee
pour stabiliser la solution. Une adaptation du maillage reduirera considerablement
cette viscosite et par conequent ameliorera nettement la solution.
6.2.1.2. Ecoulement supersonique avec choc
Ce type d'ecoulement a ete mene sur la tuyere traitee par van Leer [119]. La
geometric de cette tuyere est definie telle que:
y(x) = 1.75 — 0.7Q[cos(x — 5)?T/5] pour 0 <^ x <:b
y(x) = 1.25 - 0.25[cos(x - 5)^/5] pour 5 ^ x ^10
Les conditions aux limites imposees sont:
• a 1'entree, on impose Po =1, TO = 1 et u^ = 0.
• sur la paroi soli de, on impose Ie glissement: u-n=OouU-n=0.
• sur 1'axe de symetrie, on impose u^ = 0.
• a la sortie, on impose une pression statique Pa correspondant a un rapport
Pa/Po = 0.84 [119].
Les calculs ont ete efFectues snr un maillage initial de 2000 elements pour un nombre
de noeuds de 4191 (Fig. 6.7). La solution obtenue sur ce maillage a ete amelioree
par une adaptation du maillage a 1'aide de Padapteur de maillages developpe par
Dompiere et al [120]. Le maillage adapte final consiste en 826 elements et 1841
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noeuds (Fig. 6.8). Les isobares, les isornachs, les isodensites, Ie nombre de Mach Ie
long de 1'axe de symetrie, avant et apres 1'adaptation du maillage, sont donnees aux
figures (6.9.1 et 6.9.2), (6.10.1 et 6.10.2), (6.11.1 et 6.11.2) et (6.12) respectivement.
En analysant les resultats, on constate une tres bonne resolution particulierernent
de la position et 1'epaisseur de la discontinuite ( onde de choc droite ). L'adaptation
du maillage a permi une reduction du coefficient de viscosite artificielle de capture
de choc de Ck = 50 a CA = 0.01 qui donne une viscosite artificielle tres faible (de
1'ordre de 10-3). Le nombre de Mach Ie long de 1'axe de symetrie obtenu sur Ie
maillage adapte est pratiquement confondu avec la solution exacte (Fig. 6.12). Ceci
confirme la robustesse de la methode SUPG si Ie maillage est bien adapte et aussi de
Poperateur de capture de choc utilise ici pour renforcer la stabilite due a I'operateur
SUPG (voir Chapitre 5).
6.2.2. Ecoulement visqueux
L'ecoulement laminaire visqueux a ete etudie dans la tuyere a deux cols, appelee
ici double tuyere, traitee par plusieurs auteurs dans Ie cadre de leur participation
a Patelier GAMM "GAMM WORKSHOP" [121]. La geometrie de cette tuyere est
presentee a la figure C2 (annexe C). Cette modelisation constitue un test de valida-
tion tres efl&cace, d'une part a cause de la geometrie tres complexe de la frontiere de
cette tuyere et d'autre part a cause des phenomenes physiques complexes engendres
par cet ecoulement tels que; la formation des ondes de chocs, les interactions ondes
de choc-couche limite et aussi les recirculations.
Tel que presente au GAMM [121], cet ecoulement a ete etudie pour trois norabres
de Reynolds, 100, 400 et 1600, sur un maillage de 4049 elements et 8438 noeuds
(Fig. 6.13). Les conditions aux limites adoptees sont:
• a Pentree, on impose:Po = 1, To = 1 et u^ = 0
• la paroi solide est consideree visqueuse et isotherme d'ou les conditions aux limites:
ui =n2 ==0et T= To
• sur P axe de symetrie on impose ^2 = 0
• la sortie et ant supersonique, aucune condition de Dirichlet n'est alors imposee.
Cependant, une condition de Neuman implicite (cr • u) • n = 0 est imposee.
Les isobares, les isomachs et les isodensites sent donnees respectivement aux figures
(6.14.1), (6.15.1) et (6.16.1) pour Re = 100, (6.14.2), (6.15.2) et (6.16.2) pour
Re = 400 et (6.14.3), (6.15.3) et (6.16.3) pour Re = 1600. Les figures (6.17) et
(6.18) montrent la distribution de la viscosite artificielle de capture de chocs pour
Reynolds 400 et 600 respectivement. Les pressions statiques Ie long de Paxe de
symetrie et sur la paroi solide, Ie nombre de Mach Ie long de 1'axe de symetrie et
Ie coefRcient de frottement sur la paroi solide, pour les trois nombres de Reynolds,
sont presentes respect ivement aux figures (6.19.1,2,3) (6.20.1,2,3), (6.21.1,2,3) et
(6.22.1,2,3).
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A Reynolds 100, Pecoulement est considere tres visqueux et la couche limite est
epaisse. Ainsi, pour ce cas, seulement la methode SUPG est utilisee. Les isomachs
(Fig. 6.15.1) montre la formation d'une zone de recirculation situee entre les deux
cols. Quoique les effets visqueux sont importants, la methode SUPG a perrai de
capter une zone de choc droit et de recompression assez forte (Fig. 6.19.1, 6.20.1
et 6.21.1). Comparativement aux resultats presentes a Patelier GAMM par 0.
Labbe [121], notre formulation semble mains difFusive. Ceci se traduit par une
recompression plus forte et un coefRcient de frottement inferieur (Fig. 6.19.1, 6.20.1,
6.21.1 et 6.22.1).
A Reynolds 400, une viscosite de capture de choc de coefficient Ck = 10 a ete
utilisee. Ici, Ie choc devient plus fort (Fig. 6.19.2, 6.20.2 et 6.21.2) et a cause de
Pinteraction de ce choc avec la couche limite, plus mince dans ce cas, Ie recollement
de Pecoulement se fait plus loin qui fait que la zone de recirculation devient plus
large que dans Ie cas de Reynolds 100 (Fig. 6.15.2). De meme, la solution obtenue
semble moins diffusive que celle donnee par 0. Labbe (Fig. 6.19.2, 6.20.2, 6.21.2 et
6.22.2).
A Reynolds 1600, aussi une viscosite de capture de choc de coefficient Ck = 10
a ete utilise. Dans ce cas, la couche limite est beaucoup plus mince. Le choc
droit devient oblique et par consequent la zone de recirculation est tres reduite
(Fig. 6.15.3) et Pecoulement reste supersonique depuis Ie premier col jusqu'a la
sortie (Fig. 6.21.3). A cause de 1'interaction de 1'onde de choc oblique avec la
couche limite, une deuxieme petite zone de recirculation apparait (Fig. 6.15.3).
En comparaison avec les resultats de 0. Labbe [121], la solution obtenue est mains
difFusive et montre une epaisseur de la couche limite plus mince (Fig. 6.19.3, 6.20.3,
6.21.3 et 6.22.3)
Re marque 6.1.
Les resultats presentes ici ont ete obtenus sur un maillage initial non adapte. Cepen-
dant, ces resultats reproduisent fidelement les phenomenes physiques (ondes de choc
normale, oblique et interaction onde de choc-couche limite) observes par 0. Labbe
sur un maillage adapte [121]. Dans Ie cas de Reynolds 1600, la figure 6.22.3 montre
une couche limite trop mince qui fait que de la viscosite artificielle est davantage
necessaire. Cependant, une augmentation de la valeur de cette viscosite joue contre
revolution naturelle de I'ecoulement et a tendance beaucoup plus a faire disparaitre
les chocs. Ceci montre qu'une adaptation du maillage est necessaire permettant de
toute evidence une meilleure resolution des chocs et d'interactions ondes de chocs-
couche limite.
A cause de la grande divergence de la tuyere a la sortie, une zone de recirculation
naturelle [123] est captee, chose qui n'est pas observee sur les resultats presentes a
1'atelier GAMM [121]. Ceci est du, sans doute, au type different des conditions aux
limites imposees a la sortie de la tuyere. Cette zone de recirculation est reduite au
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fur et a mesure que Ie nombre de Reynolds est grand (Fig. 6.15.1, 6.15.2 et 6.15.3).
Ceci est tres bien illustree sur les figures du champ de vitesse Bl, B2 et B3 (annexe
B)
Finalement les figures (6.17) et (6.18) montrent la distribution de la viscosite artifi-
cielle de capture de chocs ou Ie maximum de viscosite est bien localise dans les zones
critiques de chocs et d interaction ondes de chocs-couche limite. D'ou la robustesse
de 1'operateur de capture de chocs utilise.
»
6.3. Ecoulement turbulent sur une plaque plane
L'ecoulement turbulent sur une plaque plane, pour un nombre de Reynolds
de 1.57 x 10 et un nombre de Mach Moo = 0.635, a ete etudie dans Ie but de
valider Pimplementation numerique du modele algebrique de Baldwin et Lomax ei
la technique adoptee pour Ie calcul de la viscosite turbulente sur un maillage non
structure. La plaque est de longueur 1.0. Le domaine de calcul est limite a gauche
a x = —2.5, a droite a x = 1.0, en bas a, y = 0 et en haut a y = 0.12. Les calculs
ont ete effectues sur un maillage de 2658 elements et 5468 noeuds (Fig. 6.23). Les
conditions aux limites adoptees sont les suivantes:
• a Pentree, on applique une pression statique p = 0.7622,une enthalpie totale
h = 1.4 et une vitesse longitudinale u\ = 0.4571. La vitesse transversale u-z est
prise egale a zero.
• a la sortie et sur la frontiere superieure (a Pmfini) du domaine, on applique la
pression statique p = 0.7622.
• sur la plaque, on applique la condition de non glissement: u\ = u^ =0.
• sur la frontiere inferieure, avant la plaque, on applique la condition de symetrie
(U2 = 0).
Les profils de vitesse longitudinale et de la viscosite turbulente, a la position x/L =
0.6 (L = 1 etant la longueur de la plaque) sur la plaque, sont presentes aux figures
6.24 et 6.25 respectivement Le profil de vitesse (Fig. 6.24) montre une bonne
comparaison avec Ie resultat de la reference [124]. De plus, la viscosite turbulente
(Fig. 6.25) traduit fidelement Ie profil connu [61] (Fig. 3.1) a travers une couche
limite turbulente sur une plaque plane c'est a dire, elle est nulle sur la plaque,
present e un palier a sa vale ur maximale et tend vers zero tout en s'eloignant de la
plaque.
6.4. Application aux ejecteurs
La formulation conservative en variables enthalpiques, la methode SUPG,
Poperateur de capture de chocs et Ie modele de turbulence propose dans ce tra-
vail, ont ete appliques aux ecoulements dans les ejecteurs. Deux types d'ejecteurs
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ont ete etudies: Ie premier "EJECT1" base sur les donnees de Fabri et Siestrunck
29 et etudie numeriquement par EL Oman 54 et Ie second "EJECT2" etudie
numeriquement par Choi et Soh [52].
Re marque 6.2.
Les conditions aux limites qui reviennent pour chaque ejecteur sont:
• A Pentree du domaine d'interet (done du primaire et du secondaire), 1'ecoulement
est considere parallele et subsonique ainsi la pression statique et 1'enthalpie totale,
correspondant respectivement a la pression tot ale et a la temperature tot ale desirees,
seront imposees
• Etant donnee la symetrie du probleme, seulement une moitie de 1'ejecteur est
consideree en imposant la condition de symetrie Ie long de Paxe de symetrie.
• Les conditions de non glissement et d)adiabaticite seront imposees sur toutes les
parois solides
• A la sortie du domaine une pression statique desiree sera imposee.
Les donnees totales de 1'ecoulement primaire sont prises comme les donnees de
reference.
Les indices p, s et m referent respectivement aux ecoulements du primaire, du
secondaire et du melange. L'indice 0 refere aux conditions totales ou de stagnation.
6.4.1. Ejecteur "EJECT1"
La geometrie de cet ejecteur est presentee a la figure (6.26). Le rapport de la
section de la zone de melange A m a la section au col de la tuyere du primaire Ap
est de 5.45. La longueur de la zone de melange Lm est egale a 15.375 fois la hauteur
de cette zone. La tuyere primaire est de type GPL (Fig. Cl, annexe C). La section
de sortie de cette tuyere correspond a un nombre de Mach de 1.78 dans Ie cas d'une
expansion isentropique.
6.4.1.1. Ecoulement laminaire
Dans Ie but de tirer Ie maximum d'informations quant au comportement
de 1'ecoulement a travers 1'ejecteur et 1'influence des conditions aux limites, la
modelisation de 1'ecoulement laminaire dans 1'ejecteur "EJECT1" a ete tentee pour
un nombre de Reynolds, base sur la hauteur de la zone de melange, de 2000. Le mail-
lage utilise consiste en 5350 elements pour un nombre total de 11 173 noeuds (Fig.
6.27). Ce maillage a ete obtenu a partir d'une adaptation, a 1'aide de 1'adapteur
de maillages developpe par Soulaimani et al [122], effectuee sur un maillage initial
apres un certain nombre de pas de calcul. Cette adaptation, basee sur Ie concept de
la viscosite artificielle de capture de forts gradients, a permi de raffiner Ie maillage
dans les zones critiques. Deux cas d'ecoulements ont ete etudies:
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Le premier cas, dont les residtats figurent aux references [22] et [23], consiste en un
rapport de pressions totales Pos/Pop = 0.3, une sortie d'ecoulement Ubre (aucune
condition de Dirichlet n'est imposee) et des temperatures tot ales du primaire et du
secondaire egales: TQ? = Tgs = 1- Ce test nous a permi d'observer la formation
de cellules de chocs suite a Pinteraction de Pecoulement primaire supersonique et
Pecoulement secondaire subsonique tel que observe experiment alement [125] (Fig.
C3, annexe C) et numeriquement [52] (Fig. C4, annexe C). Aussi, ce test a permi
de mettre en evidence la robustesse et la precision de la methode SUP G et de
Poperateur de capture de chocs utilise.
Le second cas utilise les memes conditions adoptees par EL Oman [54] c'est a dire;
PQS/PQ? = 0.13, Toy = Top = 1 et une pression statique a la sortie Pa correrspon-
dant a un rapport de pressions totales Pop/Pa = 5.88 sauf que, puisqu'il s'agit d'une
modelisation laminaire Ie nombre de Reynolds est 2000. A 1'entree de la zone de
melange, Ie jet primaire supersonique s'accelere davantage et se defend jusqu'a ce
que sa pression devienne inferieure a celle de son voisinage de maniere qu'il subira
une recompression. Ce phenomene de detente et de compression se repette plusieurs
fois et il en resulte une formation d'une serie de cellules de detente et de compression
(Fig. 6.28, 6.29, 6.31 et 6.32). Comme il s'agit de 1'air et d'un ecoulement lami-
naire, les efFets visqueux moleculaires sont faibles de maniere a favoriser Ie melange
des deux ecoulements primaire et secondaire. Ceci fait que les cellules formees se
propagent jusqu'a la sortie de 1'ejecteur et que Pecoulement secondaire joue pra-
tiquement Ie role d'une paroi fluide sur laquelle frotte 1'ecoulement primaire. En
efFet, les phenomenes d'echanges d'energie et de melange se font plutot grace a la
viscosite turbulente (Fig. 6.31, 6.32, 6.33). La figure 6.30 montre la distribution de
la viscosite artificielle de capture de chocs ou Ie maximum est bien localise dans les
zones de forts gradients qui confirme, une fois encore, Pefficacite de 1'operateur de
capture de chocs utilise ici pour la captation des cellules de detente et de compres-
sion. Cependant, tel que fondee, cette viscosite artificielle n'agit pas sur la couche
limite et ne peut pas alors faire Ie travail de la viscosite turbulente.
6.4.1.2. Ecoulement turbulent
L'ecoulement turbulent dans Pejecteur "EJECT1" a ete etudie pour les memes
conditions aux limites que pour Ie deuxieme cas laminaire precedent et pour un
nombre de Reynolds de 50000 tel qu'utilise par EL Oman [54]. Dans ce cas Ie modele
de turbulence propose dans ce travail pour Petude des ecoulements dans les ejecteurs
a ete utilise. Le maillage precedent (Fig. 6.27) a ete raffine encore au niveau de la
paroi de la zone de melange, a Paide de 1'adapteur de maillages de Soula'i'mam et al
[122], de maniere a pouvoir capter la couche limite turbulente. Le nouveau maillage
consiste en 10286 elements et 21 751 noeuds (Fig. 6.34) engendrant un nombre de
50682 equations a resoudre. En examinant les lignes isomachs (Fig. 6.35), les lignes
isobares (Fig. 6.36), la pression (Fig. 6.32) et Ie nombre de Mach (Fig. 6.38) Ie
long de Paxe de symetrie, on constate efFectivement que les echanges d'energie et Ie
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melange des ecoulements primaire et secondaire sont tres favorises par la viscosite
turbulente. Ceci se traduit bien par une tendance de sortie d'ecoulement de melange
davantage uniforme (Fig. 6.36). De plus, notre modele de turbulence montre tres
bien son aptitude et son efficacite de capter et de resoudre, de maniere tres claire et
tres comparable aux visualisations efFectuees par Fabri [29] (Fig. 6.37), les ondes de
detente et de compression (Fig. 6.35, 6.36 et 6.42). Le rapport des debits secondaire
rhg et primaire rhp est ms/mp w 0.19, qui est comparable au rapport experimental
donne par Fabri [29]: rhg/rhp = 0.222. Aussi, la viscosite turbulente estimee par
EL Oman, qui a utilise seulement Ie modele de Baldwin et Lomax, semble mains
adequate ou que la viscosite artificielle soil trap elevee qui fait que sa solution soit
tres diffusive et que les cellules de detente et de compression soient pratiquement
absentes (Fig. 6.38). La figure (6.39) montre une detente de 1'ecoulement secondaire
sur une petite distance qui fait que ce dernier est accelere a cause du retrecissement
de la section de passage du a 1'elargissement; du jet a la sortie de la tuyere, ensuite
Pecoulement secondaire subit une compression continue jusqu'a la sortie de la zone
de melange. Le coefficient de frottement sur la paroi de la zone de melange (Fig.
6.40) montre une zone de recirculation due a 1'interaction de la couche limite et des
ondes de detente et de compression tel que observe experiment alement [51]. Ceci
est absent dans Ie resultat de la reference [54] qui est du, peut etre, a la couche
limite tres epaisse a cause de la viscosite turbulente ou artificielle probablement
trap elevee. La figure (6.41) represente Ie profil de vitesse longitudinale, a 1'entree,
au milieu et a la sortie de la zone de melange, qui montre 1'evolution du melange
des deux ecoulements tres favorise vers la sortie a cause de la viscosite turbulente.
Finalement, la figure (6.43) montre 1'evolution de la viscosite turbulente, Ie long de
la zone de melange, qui diminue au centre de Pejecteur et augmente proche de la
paroi ce qui traduit logiquement 1'evolution naturelle du melange vers la sortie de
1'ejecteur. Le champ de vitesse est montre a la figure B4 (annexe B)
6.4.2. Ejecteur "EJECT2"
L'etude de 1'ecoulement dans cet ejecteur constitue un meilleur cas de validation
pratique de notre modele de turbulence. C'est un ejecteur bidimensionnel teste au
centre de recherche NASA Lewis. La geometrie de cet ejecteur est presentee a la
figure (6.44). Choi et Soh [52] ont etudie plusieurs rapports de sections A^/Aj, pour
un rapport de pressions totales Pop/Pos fixe et vis versa dans Ie but de mettre en
evidence Pinfluence des deux rapports sur 1'ecoulement du melange. Ici, seulement,
Ie cas AS/AJ, = 1.5 et PQp/Pos = 3.5 est considere. Selon Choi et Soh, les conditions
aux limites adoptees ici sont:
• Pop =3.5 atm et Top = 505 K au primaire.
• Pos =1.0 atm et Tos = 300 K au secondaire (done du fluide ambiant).
• A la sortie loin de Pejecteur, une pression statique Pa = 0.9723 atm, correpondant
au nombre de Mach du courant libre Moo = 0.2, est imposee.
En normalisant les conditions aux limites ci-dessus par les donnees totales de
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Pecoulement primaire, on obtient:
• -Pop = 1 et To? = 1 au primaire.
• ?o3 = 0.2857Pop et Tos = 0.5940Top au secondaire (done du fluide ambiant).
• A la sortie loin de 1'ejecteur, une pressiori statique Pa = 0.2778Pop
Les nombre de Reynolds, de Prandtl et de Prandtl turbulent sont respectivement
1.3 x 10 , 0.72 et 0.9. Le nombre de Reynolds est base sur la hauteur et la vitesse
a la sortie de la tuyere, correspondant a une expansion isentropique.
Les calculs ont ete effect ues sur un maillage de 23 374 elements et 48 648 noeuds
(Fig. 6.45) engendrant ainsi 115 348 equations a resoudre. Tel que constate par Choi
et Soh [52], a la sortie de la tuyere primaire, Ie rapport de pressions p/Pop w 0.543
est superieur au rapport de pressions critique: p/Pop = 0.528 ainsi, 1'ecoulement a
partir de la sortie de la tuyere primaire devient supersonique. Comme observe pour
1'ejecteur "EJECT1", la frontiere du jet constitue une frontiere de pression constante
sur laquelle les ondes de detente se reflechissent en des ondes de compression. Ce
mecanisme forme alors une structure de cellules de chocs (Fig. 6.46, 6.48. 6.51
et 6.52). Comparativement aux resultats de Choi et Soh, notre raodele revele que
Pecoulement primaire, a sa sortie de la tuyere, subit une detente assez importante.
Ceci se traduit par une onde de detente assez forte qui se reflehie en une oilde de
compression aussi assez forte (Fig. 6.46, 6.48. 6.51 et 6.52). De ce fait, la section
de passage pour Ie secondaire se trouve reduite davantage engendrant la formation
d'une ligne sonique (une onde de choc normale) (Fig. 6.46 et 6.48), absente sur les
resultats de Choi et Soh (Fig. 6.47 et 6.49), et resulte une acceleration importante de
Pecoulement secondaire produisant une pression beaucoup plus inferieure a 1'entree
de la zone de melange (Fig. 6.53) qui permet un pompage (aspiration) d'un debit
du secondaire (ambiance): rhg/As = 207.5 plus important que celui obtenu par
Choi et Soh [52]: rha/As = 157.5. Apres ce passage, Pecoulement secondaire subit
une compression jusqu'a la sortie de 1'ejecteur. La figure (6.54) montre 1'evolution
du profil de vitesse Ie long de la zone de melange qui traduit 1'evolution du melange
des deux courants primaire et secondaire Ie long de cette zone. En compEiraison
avec les result at s de Choi et Soh not re cas montre un melange meilleur qui result e
en un profil de vitesse mieux developpe a la sortie de la zone de melange (Fig.
6.55.1,2,3). La figure (6.50) montre les isolignes de viscosite turbulente. Cette
viscosite se trouve bien repartie ou Ie maximun se trouve bien localise dans les
zones critiques de turbulence intense c'est a dire dans les cellules de chocs. Aussi,
en evoluant Ie long de la zone de melange (Fig. 6.56), cette viscosite diminue au
centre et augmente proche de la paroi ce qui suit logiquement 1'evolution naturelle
du melange Ie long de cette zone. Le champ de vitesse est montre a la figure B5
(annexe B)
En resume, par rapport au resultats de Choi et Soh [52], on peut dire que notre
modele de turbulence a pu capter un detail tres important que Choi et Soh ont
manque qui consiste en la formation d'une onde de choc droite sur la paroi de
1'ejecteur (Fig. 6.46 et 6.48) due au retrecissement important de la section de
passage de Pecoulement secondaire a cause probablement du rapport de pression
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important [46]. De plus, notre modele montre un melange meiUeur (caracteristique
de la turbulence) des deux courants primaire et secondaire resultant en un profil
de vitesse mieux developpe a la sortie de la zone de melange (Fig. 6.55.1,2,3).
Aussi, une depression importante est obtenue a Pentree de la zone de melange (Fig.
6.53) qui resulte en un pompage (aspiration) plus important du debit du secondaire.
Finalement, ce modele montre la formation d'une zone de recirculation assez large




Ecoulement compressible non visqueux
dans la tuyere de type GPL.
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Figure 6.1: Tuyere de type GPL, maillage.
Figure 6.2: Lignes isobares (AP = 0.02), ecoulement compressible
non visqueux dans la tuyere de type GPL.
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Figure 6.3: Lignes iso-Mach (AM = 0.04), ecoulement compressible
non visqueux dans la tuyere de type GPL.
Figure 6.4: Lignes iso-densite (/\p = 0.04), ecoulement compressible



















Figure 6.5: Nombre de Mach sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.6: Nombre de Mach sur la paroi, ecoulement
compressible non visqueux dans la tuyere de type G PL.
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Ecoulement compressible non visqueux avec choc
dans la tuyere traitee par Van LEER.
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Figure 6.7: Tuyere traitee par van Leer, maillage initial.
Figure 6.8: Tuyere traitee par van Leer, maillage adapfce.
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Figure 6.9.1: Lignes isobares (AP = 0.02) sur maillage initial, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
Figure 6.9.2: Lignes isobares (AP = 0.02) sur maillage adapte, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
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Figure 6.10.1: Lignes iso-Mach (AM = 0.04) sur maillage initial, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
Figure 6.10.2: Lignes iso-Mach (AA/ = 0.04) sur maillage adapte, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
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Figure 6.11.1: Lignes iso-densite (A/? = 0.04) sur maillage initial, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
Figure 6.11.2: Lignes iso-densite (A/? = 0.04) sur maillage adapte, ecoulement compressible
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Figure 6.12: Nombre de Mach sur 1'axe de symetrie, ecoulement compressible
non visqueux avec choc dans la tuyere traitee par van Leer.
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Ecoulement compressible visqueux





Figure 6.13: Tuyere a deux cols, maillage.
Figure 6.14.1: Lignes isobares (AP = 0.02), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 100.
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Figure 6.14.2: Lignes isobares (AP = 0.02), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 400.
Figure 6.14.3: Lignes isobares (AP = 0.02), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 1600.
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Figure 6.15.1: Lignes iso-Mach (AM = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 100.
Figure 6.15.2: Lignes iso-Mach (AM = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 400.
99
Figure 6.15.3: Lignes iso-Mach (AM = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 1600.
Figure 6.16.1: Lignes iso-densite (A/? = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re =100.
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Figure 6.16.2: Lignes iso-densite (A/? = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 400.
Figure 6.16.3: Lignes iso-densite (Ap = 0.05), ecoulement compressible
visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 1600.
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Figure 6.17: Distribution de la viscosite de capture de chocs (A^cc = 10~ )?
ecoulement compressible visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 400.
Figure 6.18: Distribution de la viscosite de capture de chocs (A^cc = 10~ )?
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Figure 6.19.1: Pression sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.19.2: Pression sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.19.3: Pression sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.20.1: Pression sur la paroi, ecoulement compressible
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Figure 6.20.2: Pression sur la paroi, ecoulement compressible
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Figure 6.20.3: Pression sur la paroi, ecoulement compressible















-12 -10 -8 -6-4-20 8 10 12 14
Figure 6.21.1: Nombre de Mach sur Paxe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.21.2: Nombre de Mach sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.21.3: Nombre de Mach sur Paxe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.22.1: Coefficient de frottement sur la paroi, ecouleraent
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Figure 6.22.2: Coefficient de frottement sur la paroi, ecoulement
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Figure 6.22.3: Coefficient de frottement sur la paroi, ecoulement
compressible visqueux dans la tuyere a deux cols, Re = 1600.
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Ecoulement compressible turbulent
sur une plaque plane.
109
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Figure 6.24: Profil de vitesse longitudinale a la position x/L = 0.6,
ecoulement compressible turbulent sur une plaque plane.
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Figure 6.25: Profil de viscosite turbulente a la position x L = 0.6,





Figure 6.26: Ejecteur "EJECT1", geometrie.




Figure 6.28: Lignes iso-Mach (AM = 0.15), ecoulement compressible
laminaire dans Pejecteur "EJECT1".
Figure 6.29: Lignes isobares (AP = 0.02), ecoulement compressible
laminaire dans Fejecteur "EJECT1".
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Figure 6.30: Distribution de la viscosite de capture de chocs (A^cc = 0.0005),
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Figure 6.31: Nombre de Mach sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.32: Pression sur 1'axe de symetrie, ecoulement
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Figure 6.33.1: Profils de vitesse longitudinale a 1'entree de la zone de melange,





Figure 6.33.2: Profils de vitesse longitudinale au milieu de la zone de melange,
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Figure 6.33.3: Profils de vitesse longifcudinale a la sortie de la zone de melange,





Figure 6.34: Maillage, ecoulement compressible
turbulent dans Pejecteur "EJECT1".
Figure 6.35: Lignes iso-Mach (AM = 0.1), ecoulement compressible
turbulent dans Pejecteur "EJECTF.
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Figure 6.36: Lignes isobares (AP = 0.005), ecoulement compressible
turbulent dans Pejecteur "EJECT1".





















Figure 6.38: Nombre de Mach sur 1'axe de symetrie,
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Figure 6.39: Pression sur la paroi de la zone de melange,
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Figure 6.40: CoefHcient de frottement sur la paroi de la zone de melange,
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Figure 6.41: Profils de vifcesse longitudinale Ie long de la zone de melange,
ecoulement compressible turbulent dans 1'ejecteur "EJECT1".
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Figure 6.42: Lignes iso-viscosite turbulente (A^< = 10.0),
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Figure 6.43: Profils de viscosite turbulente Ie long de la zone de melan^t
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Figure 6.45: Ejecteur "EJECT2", maillage.
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Figure 6.46: Lignes iso-Mach (AM = 0.05), ecoulement compressible























Figure 6.47: Lignes iso-Mach 52], ecoulement compressible
turbulent dans 1'ejecteur "EJECT2".
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Figure 6.48: Lignes isobares (AP = 0.01), ecoulement compressible
















Figure 6.49: Lignes isobares [52], ecoulement compressible






Figure 6.50: Lignes iso-viscosite turbulente (A^( = 20000.0),
ecoulement compressible turbulent dans Pejecteur "EJECT2",
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Figure 6.51: Nombre de Mach sur 1'eixe de symetrie,
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Figure 6.52: Pression sur 1'axe de symetrie, ecoulement
compressible turbulent dans Pejecteur "EJECT2".
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Figure 6.53: Pression sur la paroi de la zone de melange,
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Figure 6.54: Profils de vitesse longitudinale Ie long de la zone de melange,
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Figure 6.55.1 : Profil de vitesse longitudinale a 1'entree de la zone de melange,





Figure 6.55.2: Profil de vitesse longitudinale au milieu de la zone de melange,






















Figure 6.55.3 : Profil de vitesse longitudinale a la sortie de la zone de melange,










Figure 6.56: Profils de viscosite turbulente Ie long de la zone de melange,
ecoulement compressible turbulent dans 1'ejecteur "EJECT2".
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Sommaire
Les modeles mathematique et numerique, developpes dans ce travail, ont ete
valides en simulant 1'ecoulement interne compressible bidimensionnel dans plusieurs
types de tuyeres. La robustesse de la methode SUPG et du capteur de forts gradients
a ete confirmee particulierement si Ie maillage est adapte. Les resultats obtenus sont
tres comparables aux resultats des travaux anterieurs.
Le modele de Baldwin et Lomax et la technique de calcul de la viscosite turbu-
lente, sur un maillage non structure, sont valides en etudiant 1'ecoulement sur une
plaque plane.
La validite et 1'efficacite du modele, que nous proposons, pour la simulation des
ecoulements turbulents dans les ejecteurs sont confirmees par les resultats obtenus
qui sont nettement superieurs a ceux des travaux anterieurs.
CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS
Nous cloturons cette these en dormant une retrospective de ce qui a ete expose
jusqu'a present et en formulant quelques recommandations pour les travaux futurs.
Une revue et un bilan des travaux anterieurs, sur les ejecteurs, ont ete efFectues.
Les equations de Navier-Stokes et d'Euler ont ete formulees sous forme conservative
en terme de variables enthalpiques: la pression statique, la quantite de mouve-
ment et 1'enthalpie totale specifique. Ces variables sent tres flexibles concernant
Papplication des conditions aux limites en particulier pour les ecoulements internes
ou la pression peut etre appliquee de maniere explicite et exacte.
Pour etudier les ecoulements turbulents, nous avons moyenne les equation de Navier-
Stokes en utilisant les moyennes de Favre et de Reynolds.
Nous avons expose une revue bibliographique assez complete concernant les modeles
de turbulence developpes jusqu'a present, en montrant clairement les avantages et
inconvenient s de chaque modele.
Une analyse complete de Pecoulement dans 1'ejecteur nous a conduit a proposer une
formulation nouvelle de simulation de la turbulence dans ces ecoulements. Nous
avons alors construit un modele de turbulence de deux couches: proche de la paroi
ce modele se reduit au modele de Baldwin et Lomax et loin de celle-ci, Ie modele
est equivalent a celui de Schlichting pour les jets libres.
La formulation variationnelle de Galerkin, des equations de conservation ci-dessus,
correspond a une approximation de type differences finies centrees pouvant donner
des solutions instables. Pour palier a ce probleme, nous avons utilise une technique
de decentrage en reformulant Ie probleme variationnel selon la methode SUPG.
La methode SUPG se trouve tres robuste pour une stabilite selon les directions des
lignes de courant. Cependant, des instabilites peuvent persister au voisinage des
discontinuites. Ainsi, pour renforcer la stabilite au voisinage des discontinuites nous
avons utilise un operateur de capture de chocs base sur Ie residu local et, consiste
en une viscosite artificielle qui est grande dans les zones critiques de forts gradients
et tend vers zero dans les zones ou la solution est lisse.
Nous avons discretise la formulation variationnelle, dans Pespace, avec la methode
des elements finis en utilisant une approximation mixte satisfaisant la condition de
stabilite In f —Sup de maniere a eviter les problemes d'oscillations dans Ie champ de
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pression qui peuvent se produire dans Ie cas d'une approximation unique. Une ap-
proximation quadratique (six noeuds) a ete utilisee pour les composantes de la quan-
tite de mouvement et de la vitesse. Pour la pression, 1'enthalpie, la temperature et
la densite nous avons utilise une approximation lineaire (trois noeuds). Nous avons
discretise les termes temporels a 1'aide d'une approximation de type differences finies
en utilisant Ie schema d'Euler implicite.
Nous avons implemente une technique de calcul numerique de la viscosite turbulente,
sur un maillage non structure, basee sur la technique de Rostand.
Nous avons resolu Ie systeme matriciel, resultant de la discretisation spatio-
temporeUe, a 1'aide de la methode GMRES en utilisant un preconditionnement
diagonal.
La validite de la methode numerique ci-dessus a ete confirmee en etudiant
Pecoulement interne compressible bidimensionnel dans plusieurs types de tuyeres.
La robustesse de la methodes SUPG et du capteur de chocs a ete clairement
demontree, particulierement si Ie maillage est adapte. Les resultats obtenus sont
tres comparables aux resultats des travaux anterieurs.
Nous avons valide Ie modele de Baldwin et Lomax et la technique de calcul de la
viscosite turbulente, sur un maillage non structure, en etudiant 1'ecoulement sur
une plaque plane.
La validite du modele propose pour la simulation des ecoulements turbulents dans
les ejecteurs a ete confirmee en etudiant deux types d'ejecteurs. L'efficacite et la
robustesse de ce modele ont ete demontrees clairement par les resultats obtenus qui
sont nettement superieurs aux resultats des travaux anterieurs.
Ainsi, nous pouvons dire que:
• nous avons mis au point une methode d'elements finis stable et robuste pour la
simulation des ecoulements internes compressibles bidimensionnels.
• nous avons mis au point un modele de turbulence, tres efficace et tres robuste,
pour la simulation des ecoulements dans les ejecteurs. Ce modele reste general et
peut etre applique aussi bien aux jets libres (axisymetriques ou a symetrie plane), en
ignorant la partie proche de la paroi, qu'aux ecoulements internes (axisymetriques
ou a symetrie plane), en ajustant simplement la constante K dans la partie loin de
la paroi.
• les objectifs projetes ont ete atteints et que Ie travail accompli constitue une base
fondamentale pour les travaux futurs particulierement; sur les ecoulements internes
turbulent s.
Finalement, compte tenu de la puissance, demontree clairement par les resultats
obtenus, des methodes et techniques numeriques developpees durant ce travail de
recherche, nous recommandons qu'a tres court terme:
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• Une adaptation de maillages soit effectuee:
- dans Ie cas de Pecoulement dans la tuyere a deux cols pour Reynolds 1600
permettant, sans doute, une resolution plus rapide et plus nette.
- pour Pecoulement dans 1'ejecteur du centre de recherche NASA Lewis,
permettant de reduire Ie temps d'execution de maniere a pouvoir etendre les calculs
pour d'autres rapports de pressions et ainsi etablir clairement Ie comportement de
1'ecoulement qui peut contribuer, sans doute, a Pamelioration de la conception dans
Ie but de reduire Ie bruit enorme engendre par 1'ecoulement dans cet ejecteur.
• Une extension au cas des ecoulements internes axisymetriques soit efFectuee
et qu'a moyen terme une extension au cas tridimensionnel soit effectuee.
ANNEXE A
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3. Calcul de la matrice de stabilisation r
La matrice de stabilisation est definie comme:
-1~
^=g>,,A,lp$(Pe)
La determination des valeurs propres et des matrices des vecteurs associees aux






ou A, et A, sont les matrices, selon la direction i, correspondant aux variables
conservatives V = (/?,U,£7) et non conservatives V = (p, u,p) respectivement. II
vient:
-1 — TV/T/Q .\A/T-IB, = CijAj = M(cijAj)M~1 = M(Bj)M-
Comme les matrices A, sont diagonalisables, il en est alors de meme pour les ma-
trices B,. II existe done des matrices diagonales A et inversibles T, telles que:
-1B, = T,A,T;-
Notons que Pindice repete i ne signifie pas une sommation.
II vient:
B; = MtiA/i71Mi-1 = T,A,t,-1
d'ou,
T,=Mt,, T,-l=tflM-1 et Ai=A,
Ainsi,
|B,| = |c,,A,| = T,|A,|T,-1 = (Mt,) |A,| (t,-lM-1)
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avec Ai = diag(\n,\i2,\i3,\i4,) ou \ik(k = 1,4) sont les valeurs propres associees
aux matrices B, = CijAj et sont donnees par:
^il = ^i2 = Czl"! + C^U-2
A,3 = Cil^l +Ci2^2 +C
A^ = Cii^i + C^U2 — C
ou c = ^IJE- est la celerite du son.
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Figure Bl: Champ de vitesse, ecoulement compressible visqueux
dans la tuyere a deux cols, Re = 100
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1J
Figure B2: Champ de vitesse, ecoulement compressible visqueux
dans la tuyere a deux cols, Re = 400
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Figure B3: Champ de vitesse, ecoulement compressible visqueux
dans la tuyere a deux cols, Re = 1600
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Figure B4: Champ de vitesse, ecoulement compressible turbulent
dans lejecteur "EJECT1"
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Figure Cl: Geometrie de la tuyere bidimensionnelle de type GPL
x^ = -4.798 y(xi) = 3.125
a:o = 0 y(xo) = 1
X2 = 1.202 y(x2) = 1.4155
R = 0.625 a = 45° ,3 = 15°
Figure C2: Geometrie de la tuyere a deux cols
Arc III (region du premier col)
^3 ^ •r ^ 2-4i I 2;3 = —4, 24 = 2.3
a^2f^ Xs+.Z±y = 1 + i^ - .
On deduit:
y(x3) = 1 4- jxi(2x^ - ^3)
y'(x3) = ^(x^ - ^3)
y(x^) = 1+ jxi(x3- ^4)
+ 3:3X4] a = -0.03
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y'(x^) = jx^(xs - ^4)
Les points x = x^ et x =3:4 sent des points d'inflexion (y = 0). Le rayon de
courbure du premier col est R = —— = 7-^-.
axsx^ u.:
Arc II (convergent)
^2 ^ ^^ 2:3 J^2 = —10
y = y(x,) + y'(x,)(x - x,)[l - i(^)2]
On deduit:
y(x^) = y(xs) + j(a;2 - X3)y'(xs)
a x = x'2,yt = 0
Arc I (section constante)
xl <^ x <^ X2 5 \ xl = —12
y=y(^2)
Arc IV (divergent-con vergent)
xi ^ x ^ X5 5 \X5 = 7
Le second col est a x = 2:5, y'(xs) = 0, avec y(x^) donne
y(xs) = 1.6
y = y(x^) + (x - x^[y'(x^ + A,X2 + B,X3]
X = (x - X4)/(xs - x^)
Ao =465-3^4)
B, = -3Cs + 2y'(x^)
Cs = (y(x^) - y(x^))/(x5 - x^)
Arc V (divergent)
xs<:x<:X6 |2-6=14| | y(xe) = 5.85
y = y(^s) + h/(^) - ?/(^s)k3(2 - ^
z = (x -xs)/(x6 -res)
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Fig. a-d. Flow visualizations using a linearly polarized light
source. The images extend along 20 cm from the primary nozzle exit
(the flow is from left to right) a vertical incident polarization
(A =90°); b horizontal incident polarization (A=0°); c horizontal
incident polarization and depolarizing tracers; d vertical incident
polarization and depolarizing tracers
Figure C3: Visualisations optiques d'un ecoulement
dans un ejecteur donnees par la referenece [125].
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Figure C4: Lignes iso-Mach et isobares d'un ecoulement
dans un ejecteur donnees par la reference [52].
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